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Jelmagyarazat

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e)
vagy Ae

Az A és B pont tavolsaga: AB vagy AB vagy
d(A; B)

Az A és B pont 6sszekoté egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: L (f,; f,) vagy
(f, )<

A C csucspontu szoég, melynek egyik szaran az
A, masik szaran a B pont talalhaté: ACB<

A C csucspontu sz6g: C<

Szog jelolése: a, B, 7, ...

Az A, B és C csucsokkal rendelkezé
haromszdg: ABCA

Az ABCA terllete: T(ABC) vagy T ¢

Az a, b és c oldalt haromszog fél kertlete:

_a+b+c
2

A derékszog jele: b

Az e egyenes mer6leges az f egyenesre: e Lf

Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e|/f

Egybevagosag: =; ABCA = A'B'CA

A hasonlésag aranya: A

Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB

Egyenl®, nem egyenlé: =, +#;a=2,b + 5

Azonosan egyenlé: =;a+ b =05

Kozelitéleg egyenlé: =; a =~ 2,3; 8,54 ~ 8,5

Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <;2 < 3,
5=x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenlé: >, =;
6>4,a=2

A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}

Az egész szamok halmaza: Z;
{.;=-2,-1:0;1;2; ..}

A pozitlv, a negativ egész szamok halmaza:
Z, 701,23, . L 1, =23 )

A raciondlis, az irracionalis szamok halmaza:
QQ

A pozitiv, a negativ racionalis szamok halmaza:
Q,Q

A valés szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valds szamok halmaza:
R*, R

S

Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &;
5eN,-2¢zZ

Részhalmaz, valodi részhalmaz: <, C;
ASRNCQ

Zart intervallum: [a; b]

Balrol zart, jobbrol nyilt intervallum: [a; bl

Balrdl nyilt, jobbrél zart intervallum: Ja; b]

Nyilt intervallum: Ja; bl

Az x szam abszolut értéke: | x|; |- 3,1

Az f fliggvény hozzarendelési szabalya:
f:x = f(x); f: x = 2x + 3 vagy
fX)=2x+3,fx) =y, y=2x+3

Az f fuggvény helyettesitési értéke az x, helyen:
fix,); f(5), hax, =5

n faktoridlis:nl =1-2-3-...-(n—1)-n

a alapu logaritmus: log, x

10-es alapu logaritmus: Ig x

e alapu logaritmus: In x

=3,

Binomalis egyutthato, n alatt a k: <Z)

Az x szam négyzetgyoke: v'x

Az x szam n-edik gyoke: Vx

Allitas: A, B

Allitas logikai értéke: |A|=1i, |B|=h

Tagadas (negécio) jele: —, —A (nem A)

Konjukcié jele: P A Q (P és Q)

Diszjunkcio jele: PV Q (P vagy Q)

Implikacio jele: -, A - Bvagy =, A = B

Ekvivalencia jele: <>, A <> Bvagy <, A < B

a_ asorozat n. tagja

n a sorozat tagjainak a szama

d a szamtani sorozat differenciaja
(kulbnbsége)

S, a sorozat els6 n tagjanak az 6sszege

g a mértani sorozat kvociense
(hanyadosa)

rsugar

d atméré

P palast

T terUlet

A felszin

V térfogat
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MATEMATIKA

Bevezetés

A tankonyv célja a kozépszintl érettségire torténd felkészités. A matematikai szemlélet fejlesz-
tése a definiciokhoz és fogalmakhoz kapcsolédé tananyagelemek kidolgozasaval torténik.
Kidolgozott példak segitik az Uj ismeretek bevezetését, a tananyag megértését. A fejezetek
végén gyakorlofeladatokat talalunk, melyek segitik a kozépszintli érettségire vald felkészilést.
A kozépiskolai tanulmanyok soran a korabban szemléletesen, tevékenységek segitségével kiala-
kitott fogalmak megerésitésére, bizonyos fogalmak definialasara, altalanositasara kerdl sor. Kidol-
gozzuk a kilonbozé témakorokben megismert dsszefliggések mas témakdérokben vald felhasz-
nalhatosaganak felismerését, a matematika alkalmazasat gyakorlati problémak megoldasa soran.
lllusztraciokkal, fényképekkel segitjlik a tananyagban a matematikai ¢sszefliggések megértését.

A tanitandd anyagban sejtéseket fogalmazunk meg, melyek néhany lépésben bizonyitha-
tok vagy megcéfolhatok. Fontos a bizonyitas iranti igény felkeltése. Sor kertil néhany egyszer(
tétel bizonyitasara, bizonyitasi modszerek megismerésére, valamint a fogalmak, szabalyok pon-
tos megfogalmazasara. (Ezeket a tankdnyvben kék ténussal jeloltik.)

Kékkel emeltik ki a szovegben a matematikatorténeti és egyéb matematikai érdekessé-
geket. (Javasoljuk a téma tovabbi feldolgozdsat az internet segitségével!)

A problémaérzékenységre, a problémamegoldasra nevelés fontos feladatunk. Ehhez elenged-
hetetlen egyszer(i matematikai szévegek értelmezése, elemzése. A diszkusszids képesség fejlesz-
tése, a tobbféle megoldés keresése, megtalédlasa és megbeszélése a logikus gondolkodast is fejleszti.

A tankonyv végén 8 kozépszintl érettségire felkészité gyakorld feladatsor talalhatd, melyek-
nek részletes megoldasa ingyenesen letélthet a tankdnyvi megoldasokkal egyiitt a Nemzeti
Tankonyvkiadd honlapjarél. A tankdnyvben a teljes kdzépiskolai tananyag ¢sszefoglalasa is meg-
talalhato, segitve ezzel a kozépszintl érettségire valod felkészilést.

kozepszint, [ITEH Az érettségire valo felkészitést a négy évfolyamon végigfuto kidolgozott példak és nehézsé-
kénnyebb; guk szerint szintezett feladatok segitik:

kozepszint, [[€N
nehezebb; Az emelt szint( érettségi vizsgan el6fordulé tananyagokat zolddel és apré betlivel jeloltik.

emelt szint, [IEH

konnyebb; A leckék végén 1évé feladatok részletes megoldasa megtalalhato a vilaghalon, a www.ntk.hu

emeltszint, [ZW weboldalon.

nehezebb feladat. Az érdekléddk, vagy gyakorolni vagydk szamara a leckék végén még tovébbi feladatokat is

ajanlunk, amelyeket a Nemzeti Tankdnyvkiaddo MATEMATIKA Gyakorlo és érettséqgire felkészité
feladatgydjtemény csaladjabdl jeloltunk ki.

Gerdcs LaszIo—Orosz Gyula—Pardczay Jozsef-Szaszné Dr. Simon Judlit:
16125/1 (+ CD-n a megoldasok)  MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészito feladatgytjtemény I.

16125/l MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytjtemény I., Megoldasok
16126/I (+ CD-n a megoldasok)  MATEMATIKA Gyakorld és érettségire felkészitd feladatgytjtemény Il.
12126/ MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészito feladatgytjtemény Il., Megoldasok

Czapary Endre—Czapéry Endréné—Csete Lajos—Heqyi Gyérgyné—Ivanyiné Harré Agota—Morvai Eva—Reiman Istvén:

16127/1 (+ CD-n a megoldasok)  MATEMATIKA Gyakorld és érettségire felkészité feladatgytjtemény lll:, Geometriai
feladatok gydljteménye

16127/11 MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytjtemény ., Megoldasok,
Geometriai feladatok gydjteménye



A gondolkodas tudomanya - a logika — mar az 6korban is megjelent, hi-
szen a tudomanyok fejlédése sziikségessé tette az emberi gondolkodas
vizsgalatat. Kiemelkedd fontossagu Arisztotelész (Kr.e. 384 — 322) logikarol
irt muive. Ismerte a korabbi id6k szellemi alkotasait, és kereste a tudoma-
nyos kutatdsokhoz az emberi gondolkodas altal kévetendé modszereket.
Természetesen ennek a munkassadgnak is vannak el6zményei. Matematika-
torténeti kutatasok alapjan akar évszazadokat is haladhatunk vissza az id6-
ben az eredetet keresni.

A logika médszere hosszu ideig szinte semmit nem valtozott. Aquindi
Szent Tamas (1225-1274) megteremtette az arisztotelészi vilagkép és
a keresztény teolégia 6sszhangjat. A tizenkilencedik szazadban Georg
Boole (1815-1864) A gondolkodds térvényei cim( munkajaval elkezdé-
dik a matematikai logika kialakitasa.

A matematikai logika tertletén a magyar matematikusok is maradan-
doét alkottak. Péter Rozsa (1905-1977) mar az 1930-as években jelentds
eredményeket ért el ezen a tertileten. Kalmar LaszI6 (1905-1976) neve vi-
lagszerte megjelenik egyetemi szintl logikatankényvekben (Kalmar-féle
bizonyitas, Kalmar-féle fliggvényosztaly). Neumann Janos (1903-1957)
pedig az elsé elektronikus szamitogép megépitéséhez a teljes logikai ap-
paratust felhasznalta.



12.

Allitas logikai

EVFOLYAM

Allitas

értéke

A|=i
|B|=h

1. A matematikai logika alapfogalmai

A matematikai logikdban a kijelenté mondatok nagyon fontosak. Ezek kozott kiemelkedd jelen-
téségliek azok, amelyekrél eldénthetd, hogy igazak vagy hamisak.

Allitas
Allitasnak (kijelentésnek, itéletnek) nevezziik azt a kijelenté mondatot, melyrél egyértelmien
eldonthetd, hogy vagy igaz, vagy hamis.

Allitas logikai értéke

Egy allitassal kapcsolatban az igaz-at, a hamis-at az allitas logikai értékének nevezzik.

Az allitasokat az élet barmely teriletérdl vehetjik. A tovabbiakban ezeket a kijelenté mondato-
kat egy-egy nagybetUvel fogjuk jel6Ini, igy révidebben tudunk réluk beszélni.

Ha az A allitas logikai értéke igaz, azt igy jeloljtk: |A| = i.

Ha a B allitas logikai értéke hamis, azt igy jeloljik: |B| = h.

1. példa Adjuk meg a logikai értékét a kdvetkez6 allitasoknak!
A: A 12 paros szam.

B: Ma szerda van.

C: Most itt havazik.

D: Minden primszam paratlan.

E: Az ikerprimszamok szama végtelen.

Megoldas

Az A éllitas igaz, a D hamis. Jel6léseinkkel: |A|=1i, |D|=h.

A B és a C allitas logikai értékét ebben a kényvben nem tudjuk megadni. Az olvasé természe-
tesen a szbveg olvasasanak pillanatédban eldéntheti, hogy igaz vagy hamis allitasrél van-e sz6.
El6fordul, hogy bizonyos kijelentésekrél még nem tudjuk, hogy igazak-e vagy hamisak. Mégis
feltesszlk, hogy egyértelmlen eldonthetd réluk igaz, vagy hamis voltuk.

Az E kijelenté mondatrol e sorok frasakor még nem tudtuk, hogy igaz vagy hamis, de ezt is al-
litdsnak tartjuk.

2. példa Dontsuk el a kévetkezéd mondatokrol, hogy allitasok-e!
A: Vigyazz, mély viz!

B: Mi volt a hazi feladat?

C: Erre ment.

D: Szamitsuk ki a 3 cm oldalhosszisagu négyzet kerdiletét!

E: Van egy piros tollad?

F: Pet6fi Sandor legszebb verse a Szdléféldemen.

G: Holnap szép id6 lesz.

Megoldas

A felsorolt hét mondat kozul a nem kijelenté mondatok nem lehetnek éallitasok: A, B, D, E.

A C kijelenté mondat hidanyos, meghatarozhatatlan a logikai értéke.

Az F kijelentd mondatban a legszebb vers nem definidlhatd, ilyen értelemben bizonytalan a je-
lentése.



I. MATEMATIKAI LOGIKA

A G nyelvtani értelemben kijelenté mondat. Van, amikor a kortlmények ismeretének hianya,
vagy a mondatban rejl§ bizonytalan jelentési szavak miatt nem eldénthetd, hogy igaz, vagy ha-
mis. Ez is egy ilyen mondat.

Ezen mondatok egyike sem allitas.

Az 1. példaban olyan kijelentéseket olvashattunk, amelyek nem bonthatok fel részekre. Egyiket
sem alakithatjuk at ugy, hogy azt két kijelentés dsszekapcsolasanak tekintsiik.

Ezek az egyszerii allitasok.

Nézzik a kovetkezé allitasokat!

A: A9 primszam.

Tudjuk, hogy |A| = |A 9 primszam.| = h.

Ez a szbvegezés azonban furcsa a szamunkra, természetesebbnek érezzik a kovetkez6t:

B: A 9 nem primszam.

Tudjuk, hogy |B| = |A 9 nem primszam.| = i.

Ha az A és a B allitast 6sszehasonlitjuk, akkor egyszerlien azt mondjuk, hogy a B éllitas az A ta-
gadasa.

Az el6z6 példa allitasai kozotti kapcsolat réviden: a B egyenldé nem A.

A tagadas egy logikai mivelet. A tagadassal egy Uj allitast kapunk.

A tagadas miveletének jele: —. Példaul: —A jelentése és kiolvasasa: nem A.

Kilencedik osztalyban mar megnéztik, hogy a matematikai nyelvezet sokszor eltér a kéznapi
szdhasznalattol. Ha példaul valamire azt mondjuk, hogy nem 6, akkor azt rendszerint ugy ért-
juk, hogy rossz. A matematikdban a nem j6 csak annyit jelent, hogy nem j6. A kéznyelv nem ka-
l6nbozteti meg az allitas tagadasat és az allitas ellentétét.

A kovetkez6 tablazatban erre lathatunk példakat.

Az allitas tagadasa ellentéte de lehetne ez is
jo nem jo rossz kdzombos
negatfv nem negativ pozitiv nulla

fekete nem fekete fehér zold

sut a nap nem st a nap felhés az ég éjszaka van
paros nem paros paratlan tortszam

3. példa Adjuk meg a kovetkezd allitdsok tagadasat!
A: Hull a hé.

B: Minden osztalytarsam fiu.

C: Minden haromszdgnek van derékszdge.

Megoldas

—A: Nem igaz, hogy hull a hé. Vagyis: Nem hull a hé.

—B: Nem igaz, hogy minden osztalytarsam fit. Vagyis: Van lany osztalytarsam.

—C: Nem igaz, hogy minden haromszégnek van derékszdge. Vagyis: Van olyan haromszdg,
amelynek nincs derékszdge.

Feladatok

m Dontstk el a kdvetkezé mondatokrol, hogy allitasok-e!
A: Vigyazz, a kutya harap!

Egyszer( allitasok

Tagadas jele: —
—A (nem A)

12. EVFOLYAM
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Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény I.:
1-18.

B: Milyen szin( inget vettél?

C: Odatettem.

D: Szamitsuk ki a szabalyos haromszog terlletét, ha a magassaga 5 cm hosszu!
E: Ez egy barna kabat?

F: Holnap nem fog esni az esé.

Dontsik el a kdvetkezé mondatokrol, hogy allitasok-e! Allitas esetén adjuk meg a logi-
kai értékét!

A: Kétszer kettd néha 6t.

B: Két Ut van el&ttem, melyiken induljak?

C: Szaz forintnak 6tven a fele.

D: Szabad a madarnak agrol agra szallni.

Adjuk meg a logikai értékét a kovetkez6 allitasoknak!
A: A 11 paratlan szam.

B: A 267 oszthato 3-mal.

C: A deltoid olyan négyszdg, amelynek van derékszoge.

D: A pokoknak hat laba van.

E: A Taldn eltdndk hirtelen verssort Jozsef Attilanal olvashatjuk.
F: A kadmium vegyjele Ca.

G: Edelényen keresztul folyik a Bédva.

H: Wass Albert egyik regényének cime a Tizenhdrom almafa.
A dontésekhez hasznalhatunk szakirodalmat, vilaghalot!

A kovetkezd allitasok tartalma megegyezik egy-egy kézmondasunkkal. Adjuk meg a koz-
mondasokat a szokasos alakban!

A: Sok liba diadalmaskodik a sertés folott.

B: Az ebet ezen a helyen hantoltak el.

C: A valotlant allitét gyorsabban utolérik, mint a jarashibas ebet.

D: Az év 6tddik honapjaban hullo cseppfolyds halmazallapott csapadék értéke az arannyal
egyez6.

frjuk fel a kdvetkezd szavak tagadasat, majd adjuk meg egy-egy ellentétiiket is!
a) magas, b) buta; ¢) vékony; d) szogletes; e) kicsi; f) csunya.

A®] ivjuk fel a kovetkezo allitasok tagadasat! Dontsik el, hogy melyik igaz: az allitas vagy a
tagadasa!

A: Minden természetes szam pozitiv.

B: Minden paralelogrammaban a két atlo egyenlé hosszu.

C: Minden 3-mal oszthat6 szam oszthato 9-cel.

D: Van olyan haromszdg, amelynek csak egy hegyesszdge van.

E: Van olyan haromszog, amelynek pontosan két oldala egyenlé hosszisagu.

F: Ot egymast kovet6 paratlan szam mindegyike lehet primszam.



2. Logikai miiveletek

Az el6z6 leckében lattuk, hogy az allitds tagadasaval egy U] allitast hozunk létre. Felmeral a kér-
dés, hogy egyszer( allitasok valamilyen nyelvtani 6sszekapcsolasaval képezhetiink-e U] allitaso-
kat? A koévetkezdkben ezt fogjuk megvizsgalni.
A logika f6 célja a helyes kovetkeztetések megtalaldsa. A matematikaodrakrol felidéziink két pél-
dat, amelyeket helyes kovetkeztetésnek tartunk.
a) Ha egy egész szam oszthato kettével és oszthatd harommal, akkor oszthato hattal.
Ez az egész szam nem oszthaté harommal.
Tehat ez az egész szam nem oszthaté hattal.
b) Ha egy haromszoégnek van 60°-0s szdge és van szimmetriatengelye, akkor ez a haromszdg
szabalyos.
Ennek a haromszdgnek nincs szimmetriatengelye.
Tehat ez a hdromszdg nem szabalyos.
Két tartalmaban eltéré, de nagyon hasonlo szerkezet( kdvetkeztetést olvashattunk. Fogalmaz-
zuk meg ezt a kdzos szerkezetet:
Ha A és B, akkor C.
Nem B.
Tehat nem C.
Az A, B, Ca szokasos moddon egy-egy allitast jelol, amelyeknek logikai értéke vagy igaz, vagy ha-
mis. Megjelentek tovabba a szévegben az ugynevezett logikai kapcsolészavak: nem; és; ha ...,
akkor ... . Ezek a szavak olyan logikai miiveleteket jel6Inek, amelyekkel az egyszer( allitasok-
bol 6sszetett allitasok készithetdk. Lathattuk, hogy ez a kdvetkeztetések szerkezetének vizs-
galatakor is hasznos.

Nézzik a leggyakrabban el&forduld logikai miveleteket!

I. A TAGADAS

A tagadas — mint mar kordbban lattuk — az egyik legegyszer(bb logikai mUvelet.

1. példa Adjuk meg a koévetkezd allitasok logikai értékét:
A: A 8 dsszetett szam;

B: A 8 nem 0Osszetett szam;

C: A paralelogramma rombusz;

D: A paralelogramma nem rombusz!

Megoldas
[Al=1;
|B|=h;
|Cl=h;
|D|=1i.

Egy allités tagadasa szakszoéval: negacié.

MATEMATIKA

Osszetett allitasok

A tagadas

Negacié
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Negacié (tagadas)

A kett6s tagadas
térvénye

Konjunkcié

PAQ
(Pés Q)

EVFOLYAM

Negaci6 (tagadas)

Egy tetszé6leges P allitas negaciojan (tagadasan) a nem P (nem igaz, hogy P) allitast,
vagy ennek valamilyen atfogalmazott alakjat értjuk.

Az 1. példaban tapasztaltakat altalanossagban is megfogalmazhatjuk:
Ha a P allitas igaz, akkor a P negaltja (a nem P) hamis.
Ha a P allitds hamis, akkor a P negaltja (@ nem P) igaz.

A negacio muveletét a kdvetkezé értéktablazat definialja:

Pl —p
i | h
h i

A negacio ismeretében kénnyen beldthato a kdvetkezé azonossag: —(—A) = A.

Ez a kettSs tagadas torvénye.

Az el6z6ek alapjan a kovetkezd két allitdsnak a logikai értéke egyenl6:

A: Elolvastam ezt a definiciot.

B: Nem igaz, hogy nem olvastam el ezt a definiciot.

Ugyanazt a tartalmat fejezi ki mindkét mondat. A beszélt nyelvben természetesen kilonb6zé
nyomatékkal, kilonb6zé helyzetekben mondhatjuk ezeket a kijelentéseket.

II. KONJUNKCIO

Két egyszer( allitast 6sszekapcsolhatunk az és kotészoval. Ez a logikai mivelet a konjunkcié.

Tetszdbleges P, Q allitasok konjunkciojan a P és Q allitast, vagy ennek valamilyen at-
fogalmazott alakjat értjuk.
A P és a Q allitds konjunkciojanak jeldlése: P A Q (olvasd: P és Q).

2. példa Adjuk meg a kovetkez6 Osszetett allitasok logikai értékét!

A: A derékszogli haromszog leghosszabb oldala az 4tfogo, és a legnagyobb szoge derékszog.
B: A 3 primszam és a 11 oszthat6 3-mal.

C: A 90°-nak nem értelmezhet6 a tangense és a kotangense.

D: A haromszog belsé szogeinek 6sszege 360°, és a kilsé szogek dsszege pedig 180°.

Megoldas

P: A derékszdgl haromszog leghosszabb oldala az atfogé. |P| =1/,
Q: A derékszodgl haromszog legnagyobb szoge derékszog. |Q| = i
Az 6sszetett allitas logikai értéke: |A|=|PAQ|=i.

P: A 3 primszam. |P| = i,

Q: A 11 oszthaté 3-mal. |Q| = h.

Az osszetett allitas logikai értéke: |B|=|PAQ|= h.



I. MATEMATIKAI LOGIKA

P: A 90°-nak nem értelmezhetd a tangense. |P| = i.
Q: A 90°-nak nem értelmezheté a kotangense. |Q| = h,
Az Osszetett allitas logikai értéke: |C|=|PAQ|= h.

P: A hdromszdg belsé szogeinek ¢sszege 360°. |P| = h,
Q: A hdromszdg kulsé szogeinek dsszege 180°. |Q| = h.
Az Osszetett allitas logikai értéke: |D|=|PAQ|=h.

A 2. példaban szerzett tapasztalataink alapjan a konjunkcié értéktablazata a kbvetkezo:

Pl QPAQ
i i i
i | h h
h i h
h | h h

Vagyis a P A Q allitas pontosan akkor hamis, ha a két 6sszetevd kozul legaldbb az egyik hamis.
A P A Q allitas akkor és csak akkor igaz, ha mindkét ¢sszetevé igaz.

lll. DISZJUNKCIO

Két egyszerd allitast 6sszekapcsolhatunk a vagy kotészoval is. Ez a logikai mivelet a diszjunkcié.

Tetszéleges P, Q allitasok diszjunkciéjan a P vagy Q allitast, vagy ennek valamilyen

atfogalmazott alakjat értjiik.
A P és a Q allitas diszjunkcidjanak jeldlése: P V' Q (olvasd: P vagy Q).

A vagy kot6sz6 hasznélata nagy figyelmet kivan. Ezt két
allitas segitségével mutatjuk meg.

A: Péter most rendet rak az asztalan, vagy zenét hallgat.
A mondat szerint lehetséges, hogy Péter

1. rendet rak az asztalan, de nem hallgat zenét;

2. nem rak rendet az asztalan, de zenét hallgat;

3. a rendrakéassal egy idében zenét is hallgat.

Avagy kotészénak ez a hasznalata a megengedé vagy.

B: Péter most kitakaritja a szobajat, vagy elmegy bevasarolni.
Most a mondat értelmébdl kdvetkezik, hogy Péter mindkett6t egyszerre nem teheti.
A vagy kotészénak ez a hasznalata a kizaré vagy.

A diszjunkciéban a megengedé vagy-ot hasznaljuk!

3. példa Adjuk meg a kdvetkezd Osszetett allitasok logikai értékét!
A: A 63-nak a 3 vagy a 7 osztdja.

B: A 63-nak a 3 vagy a 13 osztdja.

C: A 63-nak a 2 vagy a 7 osztdja.

D: A 63-nak a 2 vagy az 5 osztoja.

A konjunkcié
PAQ
értéktablazata

Diszjunkcié

PV Q
(Pvagy Q)

Megengedd vagy

Kizaro vagy

12. EVFOLYAM
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Diszjunkcié
PV Q
értéktablazata
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Megoldas

P: A 63-nak a 3 osztdja. |P| =i,

Q: A63-nak a 7 osztdja. |Q| = i.

Az osszetett allitas logikai értéke: |A|=|PV Q|=.

P: A 63-nak a 3 osztoja. |P| =1,

Q: A 63-nak a 13 osztoja. |Q| = h.

Az osszetett allitas logikai értéke: |B| =[PV Q|=1i.
P: A 63-nak a 2 osztdja. |P| =

Q: A 63-nak a 7 osztdja. |Q| = I.

Az osszetett allitas logikai értéke: |C|=|PV Q| =1.

P: A 63-nak a 2 osztdja. |P| =
Q: A 63-nak a 5 osztdja. |Q| = h.
Az Osszetett allitas logikai értéke:

D|=|PvQ|=h

A 3. példaban latottak alapjan megadjuk a diszjunkcié értéktablazatat:

Plalrvo
i i i
i ]
hl i i
h|h]

Vagyis a P V' Q allitds pontosan akkor igaz, ha a két ¢sszetevé kdzul legalabb az egyik igaz.
A PV Q éllitds akkor és csak akkor hamis, ha mindkét dsszetevé hamis.

Feladatok

lgazoljuk értéktablazattal, hogy a
a) konjunkcio;

b) diszjunkcié

kommutativ mivelet!

EX®] \gazoljuk értéktablazattal a kovetkezd azonossagokat!

a) 1(AVB)=(2A)A(=B);

b) (AAB)=(=A)V(=B).

(A szakirodalom de Morgan-azonossagoknak nevezi ezeket az 6sszefliggéseket.)

EX®] Tagadjuk a kovetkezé allitasokat!

A: Bodzaszorpot iszom, vagy paprikas krumplit eszem.

Elmegyek a kutyaval sétlni, és levdgom a kertben a flvet.

Elkészitem a matematika hazi feladatot, és nem kapcsolom be a szamitogépet.
Nem veszek kenyeret, vagy veszek sajtot.

O N ®

A kovetkezd allitdsok kdzismert szoladsoknak a tagadasai. Adjuk meg az eredeti allitaso-
kat!

—A: Van olyan dolog, ami nem j6, és mégis j6 a vége.

—B: Nem fUjja a szél, és mégis zordg a haraszt.



m A felsorolt allitdsok kozott vannak-e azonosak?
AAB, AN(AB), (FA)AB, (FA)A(=B), AVB, AV (=B), (RA)V B, (RA)V(=B).

] A felsorolt allitasok kozott keressiik meg az azonosakat!
ANB, AN(=B), (FA)AB, (FA)A(7B), (A VB), ~(AV(aB)), 7((-A)V B), 2((mA) V(B)).

A felsorolt allitasok kozott keresstik meg az azonosakat!

(AAB), 7(AA(=B)), 7((-A)AB), 7((mA)A(=B)), AVB, AV(aB), (RA)V B, (7A)V(-B).

3. Miiveleti tulajdonsagok

A kovetkezékben az A, vV, — mUveletek néhany tulajdonsagat gyjtjik dssze.

Kozvetlentl a miveletek definiciojabdl megallapithatd, hogy a konjunkcié és a diszjunkcio
kommutativ mivelet.
A bevezetett jelolésekkel ezt igy irjuk: AAB=BAA, AVB=BVA.

Ketténél tobb allitas konjunkcidjat is értelmezhetjik.

Az Ai, A, ..., A, allitdsok konjunkcidja: AiAA A ... AA,.

Ennek logikai értéke akkor és csak akkor igaz, ha minden allitasanak igaz a logikai értéke.
Az értelmezésbdl kdvetkezik, hogy a konjunkcié asszociativ mivelet.

Jeloléseinkkel: (AT AA)AAs = ATA(A2ANA3) = AT AAL A As.

Ketténél tobb allitas diszjunkcidjat is értelmezhetjik.

Az Ai, A, ..., A, allitasok diszjunkcidja: AiVA V... VA,.

Ennek logikai értéke akkor és csak akkor igaz, ha az allitasok kdzul legaldbb egynek igaz a lo-
gikai értéke.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy a diszjunkcié asszociativ miivelet.

Jeldléseinkkel: (A1 VAz)VA3 =A V(Az VA3) =AIVAVA;.

A negdcio, a konjunkcid és a diszjunkcié kozotti fontos azonossagok a de Morgan-
azonossagok, amelyeknek igazolasat logikai értéktablazat segitségével az eléz6 leckében
feladatként mar kitlztuk:
—(AVB)=(=A)A(=B),
“(AAB)=(=A)V(=B).

A logika torténete soran fontos szerepe volt a kdvetkez6 két, ©nmagaban is érdekes logikai tor-
vénynek. Ezeket példaként most igazoljuk is.

1. példa Igazoljuk, hogy [(mA)VA|=i!

Megoldas

Készitsik el a logikai értéktablazatot!
A —A (—A) VA
i h i

h i i

MATEMATIKA

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyUjtemény I.:
19-22.

De Morgan-azonossagok
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A harmadik
kizarasanak elve

Az ellentmondas-
mentesség elve

Mdveletek az allitasok
logikai értékével

EVFOLYAM

Lathato, hogy A logikai értékétdl fiiggetlentl (—A) V A logikai értéke igaz. Ezzel igazoltuk az
allitast.
Ez a harmadik kizarasanak elve.

2. példa Igazoljuk, hogy [ZAAA|= h!

Megoldas

Készitstk el a logikai értéktablazatot!
A —A —ANA
i h h
h i h

Lathato, hogy A logikai értékétél fuggetlenll (wA) A A logikai értéke hamis. Ezzel igazoltuk az
allitast.
Ez az ellentmondasmentesség elve.

Az eddigiekben az allitasokat elvonatkoztattuk a kijelenté mondatok tartalmatél, és csak a logi-
kai értékik volt fontos a szamunkra. A tapasztalataink alapjan még tovabb mehetunk, és az al-
litdsok helyett a logikai értékiikkel is végezhetiink mUveleteket.

Ezen mUveletek definiciéi:

-i = h; -h=i;
iNi=1i; iNh=h; hAi=h; hAh=h;
iVi=1i; iVh=1; hvi=i; hvh=h.

3. példa Legyen |P| = p (ahol p lehetséges értéke i vagy h). Igazoljuk, hogy
a) pAh=h;
b)pVi=il

Megoldas
a) Mivel iAh = h, valamint h A h = h, igy az allitas valoban teljesul.
b) Mivel ivi=1i,valamint hvi=1i,igy ez az allitas is teljestl.

4. példa Vizsgaljuk meg az AV (BAC), valamint a (AVB)A(AV C) allitasokat! Azonos
minden esetben a logikai értékiik?

Megoldas
Harom allitashol raktuk ssze mindkét dsszetett allitast, igy 2% = 8 lehetéséget kell az értéktab-
ldzatban megvizsgalnunk.
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A B C BANC|AVBANQO | AVB AV C AV B AN(AVO
i i i i i i i i
i i h h i i i i
i h i h i i i i
h i i i i i i i
i h h h i i i i
h i h h h i h h
h h i h h h i h
h h h h h h h h

A tablazat 6todik és nyolcadik oszlopa mutatja, hogy azonos minden esetben a logikai értéke
a két Osszetett allitasnak.

Az el6z6 példa alapjan felirhatéd a kdvetkezé azonossag:
AV(BAC)=(AVB)A(AV Q).

Vagyis belattuk, hogy a diszjunkcié disztributiv a konjunkcio felett.
Igazolhato a kévetkezd azonossag is:

ANBVC)=(AAB)V(AANC).

Vagyis a konjunkcié disztributiv a diszjunkcié felett.

Az azonossag igazolasat feladatként tlztuk ki.

Feladatok

EMR 19azoljuk a kovetkezé négy azonossagot!
a) ANA=A;

b) AVA=A;

¢ AAN(AVB)=A,;

d AV(AAB)=A.

EXR] Legyen |P| = p (ahol p lehetséges értéke i vagy h). Igazoljuk, hogy
a) pAi=p;
b) pvh=p.

Igazoljuk, hogy a konjunkcié disztributiv a diszjunkcio felett, azaz:
AANBVC)=(AAB)V(AAC)!

A disztributiv tulajdonsagok felhasznalasaval mondjuk révidebben a kovetkezé allita-

sokat!

a) Holnapra elolvasom ezt a novellat és sakkozom Agnessel, vagy holnapra elolvasom ezt a no-
vellat és pingpongozom Agnessel.

b) Elmegyek réplabdazni vagy készitek egy csésze teat, és elmegyek roplabdazni vagy készitek
egy melegszendvicset.

MATEMATIKA RS

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény I.:
23-25.

12. EVFOLYAM
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Ha A, akkor B

Implikacié

A—>B

4. Még ket logikai miivelet

Az el6z6ekben harom fontos logikai miveletet elemeztink. Ebben a leckében még két mive-
lettel ismerkedink meg. Tesszlk ezt azért, mert matematikadran, de a mindennapi életben is
gyakran taldlkozunk ezekkel.

I. Kbvetkeztetéseink soran hasznaljuk a kévetkezé mondatokat:

Ha egy négyszog atléi felezve metszik egymast, akkor az a négyszog paralelogramma.
Ha egy egész szam utolsé szamjegye 0, akkor oszthatd 10-zel.

Ha egy allatnak hat laba van, akkor az rovar.

Ha 0 °C ala sillyed a hdmérséklet, akkor megfagy a viz.

Ezek mindegyike ha A, akkor B szerkezetli mondat. Két allitas ilyen 6sszekapcsoldsa sokszor
el6fordul. Ez a kapcsolat az implikacié.

Implikacié
Tetszéleges A, B allitasok implikaciojan a ha A, akkor B allitast, vagy ennek valamilyen atfo-

galmazott alakjat értjuk.
Jele: A - Bvagy A = B. (Kiolvasasa: Ha A, akkor B. Vagy: A implikalja B-t.)

Az implikaciét gyakran hasznaljuk matematikai tételek megfogalmazasanal. Ezekben a helyze-
tekben az A — B implikaciot igy is olvashatjuk:

Az A elegend6 feltétele B-nek, vagy az A-nak sziikséges feltétele B.

Az A-t el6tagnak, a B-t utotagnak (konkluzidnak) nevezzik.

Ha az el6tag igaz, akkor az implikacio logikai értéke az utétag logikai értékével egyezik meg.
Megallapodunk abban, hogy hamis elétag esetén az implikaciét igaznak tekintjuk. (A hamis el6-
tag nem mond semmit az utétagra.)

Az implikaciot a kovetkezd értéktablazat definialja:

A B A—>B

i i
i h h

h i i
h h i

Az implikacié6 nem kommutativ mivelet: A - B + B — A,

nem asszociativ mlvelet: A - B) > C+ A —-> B — Q).

Ezek a bizonyitasok értéktablazattal elvégezheték, mindkett6t feladatként kitlztik a lecke vé-
gén.

Il. Mér kilencedik osztalyban is lattuk, hogy a ha A, akkor B allitas megforditasa a ha B, akkor
A dllitas lesz. (Az elétagot és az utdtagot felcseréljik.)

Ha az eredeti allitas és az allitds megforditasa is igaz, akkor megfordithato allitasrol beszél-
tdnk.

Nagyon oda kell figyelntink, hiszen minden ha A, akkor B allitds megforditasa formailag megfo-
galmazhato, de ettél mi még nem neveztik megfordithato allitasnak. Meg kell vizsgalni a meg-
forditas logikai értékét!

A matematikdban nagy figyelmet tulajdonitunk azoknak az allitasoknak, amelyeknek a megfor-
ditasa is igaz.



I. MATEMATIKAI LOGIKA

Tanulmanyaink sordn szamtalan ilyennel talalkoztunk, most példaként nézzik a Pitagorasz-té-

telt:

e Ha egy haromszog derékszdgU, akkor a leghosszabb oldal négyzete egyenlé a masik két ol-
dal négyzettsszegével.

Ezt az allitast bizonyitottuk, vagyis az allitas logikai értéke igaz.

Az 4llitds megforditasat az elétag és az utdtag cseréjével kapjuk:

e Ha egy haromszdgben a leghosszabb oldal négyzete egyenlé a masik két oldal négyzetdssze-
gével, akkor a haromsz6g derékszogu.

Ezt az allitast is bizonyitottuk, vagyis ennek a logikai értéke is igaz.

Ezek alapjan igaz a kovetkezé allitas is:

e Ha egy haromszog derékszogU, akkor a leghosszabb oldal négyzete egyenlé a masik két ol-
dal négyzetdsszegével, és ha egy haromszdgben a leghosszabb oldal négyzete egyenlé a ma-
sik két oldal négyzetdsszegével, akkor a haromszdg derékszogd.

Ez a megfogalmazas nagyon hosszu! Ezt réviden igy szoktuk megfogalmazni:

e Egy haromszog akkor és csak akkor derékszogl, ha a leghosszabb oldal négyzete egyenlé a
masik két oldal négyzetdsszegével.

Most mar latjuk, hogy itt lényegében két implikaciot konjunkcidval kapcsoltunk ssze:
(A—>B) AN (B—A).

A rovid megfogalmazasban az ... akkor és csak akkor... széfordulatot hasznaljuk.

Ezt egyetlen logikai m(veletnek, ekvivalencianak nevezzik.

Ekvivalencia

Tetszéleges A, B allitasok ekvivalencidjan az A-val és a B-vel képezheté két implikacié
konjunkcidval vald 6sszekapcsolasat értjuk, ami roviden az A akkor és csak akkor, ha B alli-
tas lesz.

Jele: A <> Bvagy A < B. (Kiolvasasa: A akkor és csak akkor, ha B.)

Az ekvivalenciat is gyakran hasznaljuk a matematikai tételek megfogalmazasanal. Ekkor az
A <> B ekvivalenciat igy is olvashatjuk: Az A sziikséges és elegendé feltétele B-nek vagy a B szik-
séges és elégséges feltétele A-nak.

Az ekvivalencia értelmezése alapjan az értéktablazata a kovetkezé médon alakul:

A B A—>B | B>A A—=B N (B-A
i i i i i
i h h i h
h i i h h
h h i i i

Vagyis az ekvivalencia értéktablazata:

> -
D S|~

>
>
—

Az ekvivalencia kommutativ és asszociativ mvelet. Ertéktablazattal ezeket kénnyen iga-
zolhatjuk.

Ekvivalencia

Ao B

Az ekvivalencia
értéktablazata

12. EVFOLYAM
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25-33.

Feladatok

1. K2 Igazoljuk, hogy az implikacié
a) nem kommutativ;
b) nem asszociativ mivelet!

m lgazoljuk a kévetkezé azonossagokat!
a) A—->B=(—A) V B;
b) A—B=—=(A A (—B)).

EX®] Mutassuk meg, hogy tetszéleges A és B allitas esetén A — B és (—B) — (—A) logikai ér-
téke egyenld!

m Harom ember egy-egy allitasat olvashatjuk a kovetkezékben. Van-e kozéttiuk egyez6 ki-
jelentés?

Andras: Nem esik az es6, és ernyével megyek.

Botond: Ha esik az esd, akkor ernyével megyek.

Csaba: Nem esik az es¢, vagy ernyével megyek.

5. Alkalmazasok

Az el6z6ekben megismerkedtiink a leggyakrabban hasznalt logikai mUveletekkel. Ezek segitsé-
gével megadhatd az dsszetett allitdsok szerkezete, igy ezeknek az éllitdsoknak a logikai értéke
is kdnnyebben meghatarozhatova valik.

1. példa Adjuk meg a kdvetkezd allitas szerkezetét!
Ha egy természetes szam szamjegyeinek ¢sszege oszthatd 9-cel, és az utolsé szamjegye oszt-
hato 5-tel, akkor a szam oszthatd 45-tel.

Megoldas

Vezesstk be a kovetkezd jeldléseket:

A: Egy természetes szam szamjegyeinek dsszege oszthatd 9-cel.
B: Egy természetes szam utolsd szamjegye oszthatd 5-tel.

C: Egy természetes szam oszthatd 45-tel.

Ezekkel a jelolésekkel az Osszetett allitas szerkezete: (A A B) — C.

2. példa A kovetkezd allitast bontsuk fel egyszer( kijelentésekre, majd logikai miveletekkel
irjuk fel az Osszetett kijelentést!
Ha délutan tanulok és nem szamitégépezek, akkor holnapra elkészitem a hazi feladatomat,
és olvasok vagy elmegyek futni.

Megoldas

A fenti Osszetett allitas egyszer( kijelentései (allitasai) a kovetkezdk:
A: Délutan tanulok. D: Olvasok.

B: Délutan szamitogépezek. E: Elmegyek futni.

C: Holnapra elkészitem a hazi feladatomat.



Aha ..., akkor ... azt mutatja, hogy ez az allitas implikacio. Az el6tagja az és miatt konjunkcio.
Az utdtagja is konjunkcié, amelynek a masodik része diszjunkcié a vagy miatt.
Vagyis az allitas szerkezete: (A A (—B)) = [C A (D V E)].

3. példa Agnes ezt mondja édesapjanak: Ha bepakolom a taskaba holnapra az iskolai cuc-
cot, vagy meglocsolom a szobamban a virdgokat, akkor nem kapcsolom be a szamitdgépet
és nem megyek el Csokival sétalni.

Mi Agnes kijelentésének logikai értéke, ha nem pakolta be a taskajaba holnapra az iskolai
cuccot, de meglocsolta a szobajaban a viragokat, nem kapcsolta be a szamitdgépet és nem
ment el Csokival sétalni?

Megoldas

Agnes tsszetett &llitasa négy egyszerd allitasbol all:

A: Bepakolja a taskaba holnapra az iskolai cuccot.

B: Meglocsolja a szobdban a virdgokat.

C: Bekapcsolja a szamitogépet.

D: Elmegy Csokival sétalni.

Az éllitasa egy implikacio, melynek elétagja diszjunkcio, utdtagja konjunkcié. Agnes kijelentésé-
nek szerkezete: (A V B) = ((—C) N (—=D)).

Tudjuk, hogy |A|=h, |B|=i.Vagyis |AVB|=1.

Tudjuk tovabba, hogy |=C| =i, |=D|=i. Vagyis | (-C)A(-D)| = i.

Mivel az el6tag és az utdtag logikai értéke is igaz, ezért az implikacio logikai értéke is igaz.
Azt is mondhatjuk, hogy Agnes kijelentésével megegyez6 volt, ami ténylegesen tortént.

4. példa Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet: v9x> —6x+1 = Vx> + 6x+ 9!
Megoldas kdzben a magyarazé széveg helyett hasznaljuk a logikai mUveletek jeleit!

Megoldas
VI —6x+1 =vVx*+6x+9
|
JBX =17 =/(x+3y
¢

13x—1]=|x+ 3|

3X—1=x+3V3x-1=—x-3

x=2Vx=-05
Vagyis az egyenlet gyokei: x =2 Vvx =-0,5. Az ekvivalens atalakitasok miatt hamis gyokot
nem kaphattunk, gydkét nem veszthettiink.

MATEMATIKA
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5. példa Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet: vx+5 = x—1!
Megoldas kdzben a magyarazé széveg helyett most is hasznaljuk a logikai mUveletek jeleit!

Megoldas
Yx+5=x-1
U
X+5=x"-2x+1
0
0=x*-3x—-4
0
0=(x—4)(x+1)
X=4Vx=-1

Az els6 atalakitasunk implikacio volt. Vagyis az Uj egyenlet gydkein kival az eredeti egyenletnek
nem lehet tdbb gydke, de nem biztos, hogy az Uj egyenlet gyodkei az eredeti egyenletnek is gy6-
kei. llyen esetben nagyon fontos, hogy a gyokoket ellenérizzik!

Az x =—1 nem gyoke az egyenletnek. (Bal oldal: v—1+5 =2, jobb oldal: =1 -1 =-2.)

Az egyenlet egyedili megoldésa: x = 4.

Megismerkedtink a matematikai logika legfontosabb fogalmaival. Az eddig latottakat
azonban csak bevezetéként kezelhetjuk.

Erdekességként emlitjiik, hogy kapcsolat teremtheté a matematikai logika és az dramko-
rok kozott. Az igy kapott logikai dramkorokre épulnek az automatikus berendezések és az
elektronikus szamitdgépek is. Ezek gyakorlati jelentésége 6ridsi. Lathato, hogy matemati-
kai logika nélkul nem épitheték meg a ma miikédsd szamitdégépek sem. A bevezetében mar
emlitetttk, hogy ebben kiemelkedé szerepe volt Neumann Janosnak.

EDSAC-ot (Electronic Delay Storage
Automatic Calculator), mely az elsé ta-
rolt programu szamitégép volt a vila-
gon. Neumann Janos elvi alapvetése
utan készitették el a cambridge-i egye-
tem matematikai laboratoriumaban, az
elsé programot 1949. méjus 6-an fut-
tattak le rajta



Feladatok

Adjuk meg a kovetkezd allitasok szerkezetét a megismert mlveletek segitségével!

a) Ha egy masodfoku egyenlet diszkriminansa nem nulla, akkor az egyenletnek vagy nincs va-
l6s gyoke, vagy két kilonbozé valds gyoke van.

b) Egy tort értéke akkor és csak akkor pozitiv, ha a nevezdje és a szamléléja is pozitiv vagy a ne-
vezdje és a szamlaloja is negativ.

X réter a szombati programjardl a kovetkezé kijelentést tette:

Ha stt a nap és nem fuj a szél, akkor elmegyek teniszezni, vagy focizni.
Adjuk meg Péter kijelentésének logikai értékét, ha szombaton:

a) A nap sUtott, a szél nem fujt, Péter elment teniszezni is és focizni is.

b) A nap sutott, a szél nem fujt, Péter elment teniszezni, de focizni nem.

¢) A nap nem sit6tt, a szél nem fujt, Péter elment teniszezni is és focizni is.
d) A nap nem sut6tt, a szél fujt, Péter teniszezni nem, de focizni elment.

IEX®A Allapitsuk meg a kovetkezo allitasok logikai értékét! (Az allitasokban szereplé mind-
egyik kifejezés értelmezett.)

a x=y o xX=y;

b) x=y o X=y;

0 x=yoVx=yy;

d x=y < sinx=siny;

e x=yeolgx=Igy;

) x=y < 2¥=2".

m Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha szombaton kirandulni megyek, akkor nem tudok tanulni. Szombaton tanultam. Vagyis nem
voltam kirandulni.

XA Nézzik a kovetkezd két allitast:

A: Ha egy sokszdg belsé szogeinek dsszege 540°, akkor oldalainak szama 6t.
B: Ha egy sokszdg oldalainak szama 6t, akkor belsé szdgeinek 6sszege 540°.
Az aldbbi kijelentések kozul melyik igaz, melyik hamis?

a) Mindkét allitas igaz.

b) Az elsé allitds a masodik tagadasa.

¢) A maésodik allitas az elsé tagadasa.

d) Az elsé allitds a masodik megforditasa.

e) A masodik allitas az els6 megforditasa.

IEX®A Az 1. a abran lathato 4-szer 4-es racsot tekintstik gy, mintha egy 25 pontd egyszer(
graf lenne. Még hany darab élt kellene berajzolni, hogy a graf teljes legyen?

frjuk fel a kovetkezd dsszetett kijelentések logikai szerkezetét a megismert miveletek

segitségével:

a) Egy négyszdg akkor és csak akkor rombusz, ha minden oldala egyenl& hosszusagu.

b) Az (x+4)(x—1)<0 akkor és csak akkor teljestl, ha vagy x+4 >0 és x—1 <0, vagy
x+4<06ésx—-1>0.

¢) Ha egy négyszogben két szemkozti sz6g 6sszege 180°, akkor az hurnégyszog.

d) Ha egy szam paros, és a szamjegyeinek 6sszege oszthatd harommal, akkor a szam oszthaté
hattal.

MATEMATIKA
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IEEXZW Az 1. b 4bran lathatd 4-szer 4-es racs négyzetekbdl all. Rakjuk &ssze a racsot

a) tiz darab négy;

b) nyolc darab 6t;

¢) 6t darab nyolc;

d) négy darab tiz

hosszUsagu vasrudbol! A rudakat hajlitani, és az dsszeillesztéseknél rogziteni lehet, de elvag-
ni nem szabad!

m Egy sakkverseny dont&jében négyen voltak. A verseny utan mindegyik szerepl6t meg-
kérdezték, melyik helyen végzett.

Anna: Nem lettem sem elsé, sem utolso.

Béla: Nem lettem elsé.

Csilla: Els6 lettem.

Déra: En lettem az utolso.

Tudjuk, hogy a négy valasz kdzul harom igaz, egy hamis. Ki hazudott? Ki nyerte a versenyt?

W] Andras, Botond és Csaba beszélgetnek.
Andras szerint Botond hazudik.

Botond szerint Csaba hazudik.

Csaba szerint Andras és Botond hazudik.

Ki mond igazat és ki hazudik?

EEN] Valaki elhatarozta, hogy hétfén, szerdan és pénteken mindig igazat fog mondani, a
tébbi napon mindig hazudni fog. Egyszer egy napon azt mondta, hogy , Holnap igazat fogok
mondani”. Melyik napon toértént ez?

m A matematikai szertar egyik fiokjaban a kovetkezd hat test talalhatd: piros kocka, zold
kocka, piros henger, zold henger, piros gémb és z6ld gdmb. Melyik két testet kell kivenniink, ha
igazza akarjuk tenni a kovetkezd allitast:

a) Minden henger piros.

b) Amelyik piros, az henger.

¢) Amelyik kocka vagy gomb, az zold.

d) Amelyik zold, az kocka vagy gémb.

e) Amelyik z6ld, az kocka.



A gyakorlati életben sokszor taldlkozunk olyan kérdésekkel, amelyek
megvalaszolasahoz valds szamok egymas utani leirasara van sztikségunk,
vagyis e szamokat sorozatba rendezzik. llyen probléma példaul bizo-
nyos biolégiai populaciok noévekedési (vagy fogyasi) Utemének vizsga-
lata, de akkor is ezzel a kérdéssel talalkozunk, amikor a bankban elhe-
lyezett pénziink értékét akarjuk kiszamitani pl. 5 év mulva egy adott ka-
mat mellett. A szamsorozatokkal mar az 6kori matematikaban is talalko-
zunk. Vizsgaltdk az un. haromszégszamokat, négyzetszamokat, stb. Ezek
a vizsgalatok is szamok sorozatba rendezését kivantak. Késébb, a mate-
matika fejlédése soran, ahogy kdzelebb jutott az ember a ,végtelenl
nagy”, illetve a ,végtelenul kicsi” fogalmakhoz, a szamsorozatok vizsga-
lataval egyre mélyebbre hatolt a matematika tudomanyaban, s igy egyre
nagyobb jelent6ségl felfedezésekre tehetett szert.

Ebben a fejezetben mi is a szdmsorozatokkal foglalkozunk. EI&sz6r meg-
ismerkediink az alapfogalmakkal, majd néhany specialis és fontos szam-
sorozattal, és ezek tulajdonsagaival.
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1. Szamsorozat fogalma, megadasi mdédja

1. példa [rjuk fel névekvé sorrendben a pozitiv négyzetszamok sorozatanak elsé 12 tagjat!
Adjuk meg a sorozat n-edik tagjat!

1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144.
A sorozat n-edik tagja: n?.

2. példa Irjuk fel a szomszédos pozitiv egész szamok szamtani kézepének sorozatabdl az
els6 10 tagot! Adjuk meg a sorozat n-edik tagjat!

11 1 1 1 1 21

20 20 2 2 20 2
n+(+1) _2n+1
2 2

’

> 7 9
2 2" 2

> Njw

sorozat n-edik tagja:

E két egyszerl példaval jol szemléltethetd a szamsorozat fogalma. Mindkét példaban a pozi-
tiv egész szamokhoz rendeltliink valamilyen utasitas szerint valos szdmokat, s e hozzarendelés
mindkét esetben egyértelmU volt. E gondolat mentén megalkothatjuk a szamsorozat fogalmat.

Szamsorozat

A szamsorozat olyan fliggvény, melynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok
halmaza (vagy annak valamely végtelen részhalmaza), értékkészlete pedig a valés szamok-
nak valamely részhalmaza.

A szamsorozat tehat az 1-hez rendeli a sorozat elsé tagjat, a 2-h6z a sorozat masodik tagjat és
igy tovabb; n-hez rendeli a sorozat n-edik tagjat. A sorozat elsé, masodik és altalaban az n-edik
tagjat szokas a,-gyel, a,-vel, a -nel jeléIni.

Megjegyzés. Felvetddik a kérdés, mire utal a definiciéban az a zardjeles megjegyzés ,vagy annak valamely végte-

len részhalmaza”. Tekintstk a kdvetkez6 szamsorozatot: a, = ﬁ A sorozat els6 tagja a, = —1. Mivel a tort

nevezéje nem lehet 0, igy n = 2-re nem értelmezhetd ez a sorozat. Tehét a sorozatnak nincs masodik tagja. fgy
értelmezési tartomanya nem a pozitiv egész szamok halmaza, hanem annak egy végtelen részhalmaza.

A SZAMSOROZAT MEGADASA

Egy szamsorozatot tobbféle médon is megadhatunk. Az egyik lehetséges megadasi mod, ha a
sorozatot az altalanos tagjaval, vagyis a sorozatot meghatarozé figgvény hozzarendelési utasi-
tasaval adjuk meg. Nézzlink erre néhany példat.

3. példa [rjuk ki az alabbi szamsorozatok elsé 6 tagjat!

_n*+1 _2" _ (= _ «n(DT
a) =" b)a,,—nz, ¢ a,= — d)an_sm(Z)_
Megoldas

-2 _ -5 10 _5 17 26 _13 =37
) a=5=1 &=3 &=y =3 a=g. &=FT=73, &=
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b) a =2, a, =1, a3=%, a, =1, a5=%, a6=%=%
1 1 1 1 1

o a=-1, azzj, ag_—g, a4—z, as_—g, a6—€.

d a =1, a, =0, a;=-1, a,=0, a =1, 3 =

Ugy is megadhatunk egy szamsorozatot, hogy megadjuk annak elsé néhany tagjat, majd meg-
adunk egy olyan utasitast, mely megmondja, hogy a sorozat tagjait hogyan képezhetjik a
kérdéses tagot megel6z6 néhany tag segitségével. Az ilyen médon megadott szdmsorozatot
rekurziv sorozatnak nevezziik. Nézzink erre is egy példat. Rekurziv sorozat

4. példa Legyen a szamsorozat elsé és masodik tagja: a, = 2, a, =1 és a tovabbi tagokra
(n>2)a,=a, ,+2a,_,.Irjukfel a sorozat elsé néhany tagjat!

Megoldas
2, 1, 5 7, 17, 31, 65 127,..

Az els6 rekurziv sorozat megalkotasa Fibonacci mas néven Leonardo Pisano (1170-1250), olasz
keresked® nevéhez fizédik. O egy nyllpopulacié névekedését vizsgalva fedezte fel az alabbi re-
kurziv sorozatot:

f=1=1 és (n > 2) esetén h=~f_+1f_,.

A sorozat els¢ 12 tagja: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Valészinlileg nem is sejtette Fibonacci, hogy e sorozat felfedezése milyen nagy jelentéségl a
matematikaban. Egyrészt, mert e szdmsorozatnak rendkivil sok érdekes tulajdonsaga van, mas-
részt, mert az azota eltelt évszazadokban kiderUlt, hogy a sorozat szdmai nagyon gyakran for-
dulnak el6 a természetben. A sorozat sok érdekes tulajdonsaga kozott kildndsen azok meg-
lep&ek, melyekbdl kiderdl, milyen sokféleképpen tudja e szamsorozat dnmagat reprodukalni.
Csak 2 példat mutatunk a sorozat meglepd tulajdonsagai kozul.

1. Ha a sorozat elsé néhany tagjanak 6sszegéhez 1-et hozzaadunk, ismét a sorozat egy tag-  Fibonacci-sorozat
jdhoz jutunk:
h+L+6+...+fL+1=1_,.

2. Ha a sorozat szomszédos tagjainak négyzetét 0sszeadjuk, Ujra a sorozat egy tagjahoz ju-
tunk:
fP+fi=2=f, ff+f;=5=£f ésaltalaban f’+f2 =1,

E nevezetes sorozatot felfedez6jérél Fibonacci-sorozatnak nevezziik, a sorozat szamait pedig
Fibonacci-szamoknak.

Korabbi tanulmanyainkban mar megvizsgaltuk az elsé n pozitiv egész szam osszegét:

1+2+3+4+...+n:w.
Most prébaljuk meghatarozni az elsé n pozitiv egész szam négyzetének 6sszegét. Vajon mi-

vel egyenld

174+224+3°+4 +...+n"?

Az 6sszeg meghatarozasahoz vegyik elé az alabbi jol ismert azonossagot:

(a—by =a®>—3a’b+ 3ab> - b°.

Alkalmazzuk ezt az azonossagot az (1 =1y, (2 -1y, (3 =17, ..., (n =1 kifejezésekre:
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0=(1-1¢=1"-3-1-1+3-1-12 -1,
P=Q2-1P=2"-32214+3-2-12 =13,
22=(3-1P=3"-3-32-1+3-3-12-1,
P =(4-1P=4>-3-42-1+3-4-12-1,

(n=17=... =n*-3-n"1+3-n-17-1°

Adjuk 6ssze ezt az n db egyenléséget oszloposan! A bal oldalon a 0-tél (n —1)-ig terjedd sza-
mok kobei szerepelnek, mig a jobb oldali elsé oszlopban az 1-t6l n-ig terjed szamok kébei van-
nak. fgy mindkét oldalbol elvéve a bal oldali kébszamokat azt kapjuk, hogy
0=n=-3(1"+22+3*+4+ ... +n)+3(14+2+34+4+...+n)—n.

Jeloljuk az els¢ n négyzetszam keresett dsszegét S -sel:

S, =17+2°+3 +4°+ ... +n°.

Ezzel a kdvetkezd egyenléséghez jutunk:

O=n3—35n+3-w—n, azaz 35"=”3+M‘”'
20 +3n(n+1)—2n
35n_ 2 ’
35 = n[2n” =2 +3(n+1)] _ n[2(n+1)(n=1)+3(n +1)]
n — 2 = > ,
35 = n(n+1)2n+1)
n_f.

Innen kapjuk az elsé n pozitiv egész szam négyzetének Osszegét:

12+22+32+42+...+n2=5n=w.

5. példa irjuk fel a 7-tel val6 osztaskor 2 maradékot adé pozitiv egész szamok sorozatanak
elsé 6 tagjat! Adjuk meg a szdmsorozat altaldnos tagjat, és szamitsuk ki: hany db kétjegy
tagja van ennek a szamsorozatnak!

Megoldas

A szamsorozat elsé 6 tagja: 2, 9, 16, 23, 30, 37. A sorozat altalanos tagja: a, = 7(n —1) + 2.
Ha a sorozat n-edik tagja kétjegyd, akkor

7(n=1)+2 <100, azaz n <15.

Tehat a sorozatnak 14 db 100-nal kisebb tagja van. Mivel a sorozat elsé és masodik tagja egyje-
gy, igy a sorozat kétjegy( tagjainak a szama 14 —2 =12.

Feladatok

LM 4l Adjuk meg a sorozat tovabbi hdrom tagjat és az altalanos tagjat!
a1, 3, 5 7,9 ..
b) 2, 4, 8, 16, 32, ...

2 3 4 5
9L 5 5 7

B4l irjuk fel a megadott szamsorozat elsé 6 tagjat!
s
2 sin
a) anzizn’g =1, b)a—7(4);

> . c) a,,=(—1)”~1F.



EN®] Adott az a, =2 ésn>1esetén a, = a, , + 4 rekurziv sorozat.
a) Adjuk meg a sorozat 100. tagjat!

b) Hany db kétjegyl tagja van a sorozatnak?

¢) Milyen n-re teljestl, hogy a sorozat n-edik tagja oszthatod 5-tel?

4. K2 lgazoljuk, hogy a Fibonacci-sorozatnak minden harmadik tagja paros!
m irjuk fel a Fibonacci-sorozat tagjainak 3-mal valé osztasi maradékat! Mit vehetiink észre?
A3 A természetes szamokat ~csomagokba” raktuk az alabbi médon:

1. csomag: (1)
2. csomag: (2, 3)

3. csomag: (4,5, 6),
4. csomag: (7, 8,9, 10)
stb.

Hanyadik csomagban szerepel a 2011 szam?

2. Teljes indukco

Ebben a leckében egy Ujfajta bizonyitasi eljarast, médszert fogunk megismerni. A bizonyitasi modszer neve teljes
indukcids bizonyitas. Latni fogjuk, hogy — sok egyéb mellett — a szamsorozatok vizsgalatanal, az egyes sorozatok
tulajdonsagainak bizonyftasanal is nagy hasznunkra lesz ez a médszer. A kénnyebb megértés kedvéért az eljarast
el6szor egy konkrét példan keresztil érdemes megvizsgalni.

1. példa Az el6z6 leckében egy kicsit hosszadalmas elemi algebrai iton megmutattuk, hogy az elsé n db po-
zitiv egész szam négyzetének 6sszege
P+22+3%+4+ ... +n :—n(n+1)6(2n+1)_

Igazoljuk ezt az 6sszefliggést mas maodszerrel!

Megoldas
El6szor ellendrizzik a képlet helyességét néhany kezd6 szamra:
n=1 esetén 12 = 12%& =1, vagyis a képletigaz n = 1-re.

n=2 esetén 1?42°=

w =5, tehat a képlet igaz n = 2-re is.

3-4-(6+1) 14
6 - ’

n=3 esettn 174+2°+3’= tehat a képlet igaz n = 3-ra is.

Most legyen k egy olyan pozitiv egész szam, melyre igaz az allitas (ilyen szam biztosan van, hiszen az 1, 2, 3 is
ilyen egész szam), és probaljuk megmutatni azt, hogy ha k-ra igaz a képlet, akkor a ra kovetkez6 szamra (k +1)-re is
igaz lesz.

Ha k-ra igaz a képlet, akkor

124220324 4k 2= k(k+1)6(2/<+'|).
Most igazoljuk, hogy az allitas (k +1)-re is igaz :

1P+22+3+ .+ K+ (k+1F = (k+1)(k+62)(2k+3).

A bal oldali elsé k tag helyére beirhatjuk a w
k(k+1)(2k+1) (k+1)(k+2)2k + 3)

6 6 ’
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat (k +1)-gyel, és szorozzuk meg 6-tal!
k(2k+1)+6(k+1)=(k+2)(2k+3),
2K+ 7k+6 =2k +7k+6.
Azonossaghoz jutottunk. Ezek szerint az allitas valoban k-rol (k +1)-re ,6roklédik”, igy minden pozitiv egész
szamra igaz.

kifejezést, igy azt kell igazolnunk, hogy

+(k+1¢ =

MATEMATIKA

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény Il.:
858., 859., 860., 861.,
863., 867., 871.
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Teljes indukcio

A most bemutatott modszer lényegét a kovetkezékben foglalhatjuk ssze:

A természetes szamokkal kapcsolatos allitas bizonyitasakor

1. el6szor ellendrizzik az allitdst néhany természetes szamra (célszerlin = 0, n = 1, n = 2-re ellendrizni az al-
|itast).

2. Legyen k egy olyan természetes szam, melyre igaz az allitas (ilyen k szam létezik, hiszen az elsé lépésben
éppen ezt ellendriztuk).

3. Megmutatjuk hogy az allitas ,6roklédik”, vagyis, ha valamely k-ra igaz, akkor a rékdvetkez6 természetes
szamra, (k + 1)-re is igaz lesz.

4. Mivel az els6 Iépésben ellendriztiik, hogy van olyan természetes szam, amelyre igaz az allitas, és a harmadik
|épésben igazoltuk, hogy ha valamely szamra igaz, akkor a rakdvetkezdre is igaz, igy az eredeti allitas min-
den természetes szamra igaz.

2. példa Legyen f, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja. Igazoljuk, hogy a sorozat els6 n tagjanak négyzettsszege
egyenld az n-edik és az (n + 1)-edik tag szorzataval, vagyis
R+ B+f+. +f=1F,!
Megoldas
A bizonyitast végezzik teljes indukciéval!
n=1-re f’=1 é f-f=1-1=1, tehatigazaz allitas.
n=2re f+f}=141=2 é £f-£=1-2=2, tehatigazazallités.
Legyen k olyan természetes szam, melyre igaz az 4llitas (tudjuk, hogy van ilyen), vagyis az
fP+fii+. +f =11
és mutassuk meg, hogy az allitas (k + 1)-re is igaz lesz, azaz
i+ + R+ =11,
A bal oldal elsé k db tagjanak helyébe irhatjuk az - #,, mennyiséget, igy azt kell igazolnunk, hogy
fofo+ i =1t
Osszuk el a kapott egyenlet mindkét oldalat 1, ,-gyel:
f+f =1
Ez az egyenléség pedig nyilvan igaz, hiszen éppen azt fejezi ki, hogy a (k + 2)-dik tag egyenlé az eléz6 két tag
Osszegével, vagyis ez éppen a Fibonacci-sorozat definiciéja.

+17

A teljes indukcios bizonyitasi médszer — sok egyebek mellett — oszthatésagi feladatok megoldasakor is jol alkal-
mazhaté.

3. példa Igazoljuk, hogy ha n természetes szam, akkor 2*"*' + 3 oszthaté 5-tell

Megoldas

n=0-ra 2+3=5, tehatigaz az allitas.

n=1-re 2°+ 3 =35, tehatigaz az allitas.

Legyen k egy olyan természetes szam, melyre igaz az allitas:

5 |24k+1 +3,

és igazoljuk, hogy ekkor (k + 1)-re is igaz lesz az alltas:

5|24(k+1)+1 +31

Alakitsuk &t a kapott kifejezést felhasznalva a hatvanyozas megfelelé azonossagait:

24(k+1)+1 + 3 — 24k+1+4+ 3 — 24'24k+1 +3 — 16'24k+1 + 3 — 24k+1 + 3 + 15424k+1 |

A kapott kifejezés elsé két tagjanak 6sszege az indukcios feltevéstink miatt oszthatd 5-tel, a harmadik tag pe-
dig 15-nek tobbszoros, igy ez a tag is oszthatd 5-tel. Ezzel belattuk, hogy valdéban minden n természetes szam-
ra 2°"*" 4 3 oszthato6 5-tel.
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Feladatok

EME] 19azoljuk, hogy az elsé n db pozitiv egész szam kabének dsszege:

2
P+2°+3%+4+ ... +n° :(anﬂ)) !

EXR] 1gaz0ljuk az alabbi egyenléséget:
1 1 1 1 n_,

T2 23 32T aman) T+t

m Igazoljuk az alabbi egyenl&séget:

123423443 45+...+nn+1)(n+2)= n(n+1)(n+2)(n+3)!

4

4. E1] Legyen f, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja. Igazoljuk, hogy ha n oszthato 6-tal, akkor 4|f,!
m Igazoljuk, hogy ha n természetes szam, akkor (7 - 52"+ + 23"+4) oszthat6 17-tel!

A1 1gazoljuk, hogy ha n természetes szam, akkor 3*"+' 4+ 40n — 3 oszthat6 64-gyel!

3. A szamtani sorozat

Egy gyakran hasznalt specidlis szamsorozatot elevenitiink fel a mostani leckében. E sorozatok
6 jellemzdje, hogy két egyszer( adat segitségével konnyen eljuthatunk a sorozat barmely tag-
jahoz.
Vizsgaljuk meg a kévetkezé szamsorozatokat. Fogalmazzuk meg, milyen k6zos tulajdonsaguk
van ezeknek a sorozatoknak!
a3, 7, 1, 15 19, 23,..
b) -2, 5 12, 19, 26, 33, ..
¢ 15, 11, 7, 3, -1, -5 ..

3 5 7
d) 5 2 5 3, 7 4, ...
Hamar észrevehetjik a sorozatok k&z6s tulajdonsagat: minden sorozathoz tartozik egy a soro-
zatra jellemz6 valds szam, melyet a sorozat barmelyik tagjahoz hozzaadva megkapjuk a soro-
zat kdvetkez6 tagjat. Ha tehat a sorozat elsé tagja a,, és d-vel jeldljuk a sorozatra jellemzd sza-
mot, akkor barmely n > 1 esetén
a,=a,_,+d.
E sorozatok mindegyike tehat egy rekurziv sorozat.
A fenti példankban

a) esetben a, =3, d=4;
b) esetben a, =-2, d=7;
c) esetben a, =15, d=-4;
d) esetben a, = % d= 1?

Az ilyen tulajdonsaggal rendelkezé szamsorozatot szamtani sorozatnak nevezzik.

Szamtani sorozat

A szamtani sorozat olyan szamsorozat, melyben barmely két szomszédos tag kilonbsége
(differencidja) a sorozatra jellemzé allando. A differencia a nagyobb sorszamu tag és az ezt
megel6z6 tag kilonbsége.

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgydGjtemény Il.:
1002., 1003., 1004.,
1007.

Szadmtani sorozat
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Ha a sorozat elsé tagja a,, a differencidja d, akkor

a,=a +d,

ay=a,+d=a +2d,

a,=a;+d=a, +3d,

stb.

A felsorolasbol lathatd, hogy a sorozat n-edik tagjat megkapjuk, ha az elsé taghoz hozzaadjuk
a sorozat differencigjanak (n —1)-szeresét:

a,=a+(n-1)d.

1. példa Egy szamtani sorozat harmadik tagja 13, tizedik tagja 41. Szamitsuk ki a sorozat
huszadik tagjat!

Megoldas

Fejezzik ki a sorozat harmadik és tizedik tagjat az elsé tag és a differencia segitségével!
a;=a, +2d=13,

ap=a, +9d=41.

Egy kétismeretlenes elséfoku egyenletrendszert kaptunk. Az elsé egyenletbdl:
a,=13-2d.

Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

13—-2d+9d =41, azaz 7d = 28, ahonnan d=4.

Ezzel pedig:

a,=13-2d=13-8=5.

Ismerve most mar a sorozat elsd tagjat és differencidjat, a sorozat huszadik tagja:
ap=a+19d=5+19-4=281.

2. példa Melyik az a szdmtani sorozat, melyre
3a;+a; = 22 és a, —2a, =157

Megoldas
irjuk ki az egyenletekben szereplé tagokat a sorozat elsé tagja és differenciaja segitségével!
3(ay+2d)+a,+4d =22 és  a+6d-2(a+d)=14, azaz
4a, +10d =22 és —a +4d=14.
A masodik egyenletbdl a, = 4d —14; ezzel az els6 egyenlet:
16d — 56 +10d = 22, vagyis 26d =78, ahonnan d=3.
A keresett szamtani sorozat differencidja 3, els6 tagja pedig a, = 4d —14 =-2.

3. példa Egy deréksz6gl haromszdg oldalai egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai.
Mekkora a haromszog terllete, ha a kertlete 120 cm?

Megoldas
Ha a vizsgalt probléma egy szamtani sorozat harom szomszédos tagjat szerepelteti, akkor érde-
a,+d mes a sorozat masodik tagjara bevezetni egy ismeretlent, hiszen az elsé tag ugyanannyival ki-
sebb a masodik tagnal, mint amennyivel a harmadik tag nagyobb nala. Legyen tehat a nagyob-
bik befogé a,. Ekkor a kisebbik befogé a, — d, az atfogd pedig a, + d. Ezek utan irjuk fel a Pi-
a; tagorasz-tételt a haromszogre! (2. dbra)
(a,—dy +a; =(a,+dY.
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Végezzik el a kijelolt mlveleteket és vonjunk dssze:

a; —2a,d+d* +aj; = a; + 2a,d + d*,

a; =4a,d, ahonnan  a,#0  miatt  a,=4d.

Ezek szerint a haromszog oldalai: 3d, 4d, 5d.

A haromszog kerllete: 3d + 4d + 5d =12d =120, tehat d = 10. Ezzel az oldalak: 30 cm,

40 cm, 50 cm. Tehéat a haromszog tertlete: T = 3@2& = 600 (cm?).

Erdemes megfigyelni, hogy ha egy derékszdg(i haromszdg oldalai egy szamtani sorozat szom-
szédos tagjai, akkor a haromszog oldalai ardnyosak a 3, 4, 5 szamokkal. Ez azt jelenti, hogy bar-
mely két ilyen haromszdg hasonlé egymashoz, igy szdgei meghatarozottak. Pl. a kisebbik he-
gyes szdgére
3
5
A feladat megoldasakor megfogalmaztuk, hogy a szamtani sorozat barmely tagja ugyanannyi-
val nagyobb az el6tte levénél, mint amennyivel kisebb az utana kévetkezé tagnal. Ezek szerint
kimondhatjuk:

sina = ahonnan a =~ 36,87°.

A szamtani sorozat barmely — els6tél kilonb6z6 — tagja a szomszédos tagjainak a szamta- 5. — @n-14an.
- - n =
ni kézepe: 2
a, 1+ ap.
an = n 2 n+ .

1 1 a1
b+c atc a+bh ¥
szamtani sorozat egymast kovet6 tagjai, akkor a?, b?, ¢ ugyancsak egy szamtani sorozat egy-

mast kovetd tagjail

4. példa Igazoljuk, hogy ha a, b, c olyan valés szamok, melyekre

Megoldas
Ha a megadott harom tort egy szdmtani sorozat egymast kévetd tagjai, akkor a kdzépsé a két
szélsének szamtani kdzepe. Ezek szerint irhatjuk:
1 1 _ 2

a+b b+c a+c’
Szorozzuk meg mindkét oldalt a kdzds nevezdvel, végezzik el a megfelelé miveleteket, majd
vonjuk 6ssze a megfelel$ tagokat!
(a+c)b+o)y+(@a+b)a+c)=2(a+b)b+c),
ab + bc+ac+ c? +a* + ab + ac+ bc = 2ab + 2b* + 2ac + 2bc,

5 aZ 2
b? = %
A kapott egyenléség pedig éppen azt fejezi ki, hogy az a?, b?, ¢ mennyiségek egy szamtani so-
rozat egymast kovetd tagjai.

c+a’=2b%, ahonnan

A szamtani sorozatok és azoknak az elemi geometridban jatszott szerepe mar a kdzépkorban is
ismert volt. Nézzink egy kdzépkori nyelven irt feladatot:

5. példa ,Lészen olyba egy haromszeglemény, melliknek is nehézkedési czentralisan s belcirkulaczidjanak
czentralisan altalvizitald lénidja paralell vala egyvalamely gyeplléniaval. Igazoltassék, hogy ekkoron emez trian-
qulum gyepiilénidinak mértékit az Ur az 6 nagy botsességében az szémtani haladvany szerint valénak alkoté!”
- azaz

Igazoljuk, hogy ha egy haromszog stlypontjan és beirhaté kore kézéppontjan atmend egyenes parhuzamos a
haromszdg egy oldaldval, akkor a haromszdg oldalai egy szamtani sorozat egymast kévetd tagjai!
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Megoldas
Tekintstik az abrat, melyen S-sel, illetve O-val jeloltik a haromszog sulypontjat, illetve a beirhatd korének kozép-
pontjat! Ha e két ponton atmené egyenes parhuzamos a haromszog egyik oldalaval (pl. a-val), akkor a parhuza-
mos szel6k tétele és a sulypont tulajdonsagai miatt a beirhatd kor sugara a kérdéses oldalhoz tartozé magassag
harmada (3. dbra):

m

r=-—=%

3

A beirhato kor r sugara és az a oldalhoz tartozé m, magassag kifejezhet6 a haromszog T terlletével:
2T = 2T

"= a¥b+c °T g 9y

2T _ 2T ; _
TThic" 33 vagyis a+b+c=3a.
Innen
b+c=2a, azaz a:b‘z"f

Ez pedig éppen azt fejezi ki, hogy az a, b, c oldalak egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai, és a harom oldal
kozul a sorozat kozépsé tagja az, amellyel a feladatban szereplé egyenes parhuzamos.

Feladatok

m Melyik az a szamtani sorozat, melyre

a) 2a,+a; =21 és 3a; —4a, =—-39;
b) a +2a,—a; =26 és ag+ 3a, = 32;
Q) da;—a, =12 és ag—2a,=0?

EX®] Hatarozzuk meg x értékét, ha az alabbi harom mennyiség egy szdmtani sorozat egymast
kovetd tagjai:
log, x, log,vx, log,(log, v'x)!

EX®] igazoljuk, hogy ha x, y, z egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai, akkor
3+ +2)—(x+y+zy=6(x—y)!

m Legyenek p és g pozitiv egész szamok (p # q). Szamitsuk ki a sorozat (p + g)-adik tag-
jat, ha
a,=q és a =pl!



E®] Viekkora legyen x értéke, hogy az alabbi harom mennyiség egy szamtani sorozat harom
egymast kévetd tagja legyen?
logs (2x +1), log, v18x+ 9, log; (x + 5).

AR £qy derékszogi haromszog befogoi a, b, atfogéja c. Mit mondhatunk a haromszég szo-
geirél, ha

a,-a’+ay-b’=a, C,

ahol a,, a,, a, egy nem allandé szamtani sorozat els6 harom tagja?

Legyenek a, és b, pozitiv egészekbdl 4ll6 szamtani sorozatok. Igazoljuk, hogy az a, — b,
kifejezés értéke n-t6l figgetlen allandd!

4. A szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege

Az el6z8 leckében megismerkedtiink a szamtani sorozat fogalméaval, megtudtuk, hogyan lehet
el@allitani a sorozat elsé tagjanak és differencidjanak ismeretében a sorozat barmely tagjat. Sok
szamtani sorozattal kapcsolatos probléma esetén arra van szikségink, hogy a sorozat elsé né-
hany tagjanak 6sszegét hatarozzuk meg. Ebben a leckében ezt a kérdést fogjuk megvizsgalni.

1. példa Egy szinhaz néz6terén a széksorokat félkor alakban helyezték el. Az elsé sorban
10 szék volt, és minden tovabbi sorban 4 székkel tobbet raktak le, mint a megel6zé sorban.
A néz6étéren 20 sor volt. Hany fés a nézétér? (4. abra)

@)

20. 4.3.2.1.

Megoldas
Az egyes sorokban elhelyezett székek szama egy olyan szamtani sorozat egymast kovetd tagjai,
melynek elsé tagja 10, differencidja 4, és a sorozat elsé 20 tagjanak 6sszegére vagyunk kivan-
csiak. A sorozat 20. tagja (az utolso sorban levé székek szama):
ay=a +19d=10+19-4 = 86.
Ezek szerint az aladbbi 6sszeget kell kiszamitanunk:
10+14 +18+22+26+... +82 +86.
Azt vehetjik észre, hogy az 6sszeg masodik tagja annyival nagyobb az els6 tagnal, mint ameny-
nyivel a 19. tag kisebb a 20. tagnél; a harmadik tag annyival nagyobb az elsénél, amennyivel a
18. tag kisebb a 20. tagnal, és igy tovabb:
10+86=14+82=18+78=....
Ezek szerint az elsd és a 20. tag 6sszegének 20-szorosa a keresett 6sszegnek éppen a duplja,
vagyis S, -vel jeldlve a keresett 6sszeget:

(10 + 86)-20
S =

Tehat a szinhaz 960 féréhelyes.

= 960.

MATEMATIKA

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény Il.:
875., 882., 885., 886.,
887., 888., 890., 900.,
901.
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Sn

_(ar+an)n

2

A megoldasnal hasznalt gondolatmenettel altalanosithatjuk ezt a kérdést. (Ezt szemlélteti az
5. dbra.)

5. an dn—1 a3  a
=
4d |
2d 3d E
d
ap | a | a1 | 3 a1
ai ayp as daq dan

Legyen a szamtani sorozat elsé tagja a,, differencidja d. Ha S -nel jel6ljik az elsé n tag Ossze-
gét, akkor

Ss,=a,+a,+a;+...+a,, azaz

Sy=a+(@+d)y+(a +2d)+ ... +[a+(n-1)d].

irjuk fel az elsé n tag 6sszegét Ujra, de most nem az elsé tag és a differencia segitségével, ha-
nem az n-edik tag és a differencia segitségével!

Sp=a,+(a,—d)+(a,—2d)+... +[a,— (n=1)d].

Ezt és az el6bbi egyenletet dsszeadva azt kapjuk, hogy

25, =a,+a,+a,+a,+a,+a,+...+a +a,.

A kapott egyenl&ség jobb oldalan az a, + a, két tagu 6sszeg éppen n-szer szerepel, igy
25,=(a, +a,)n.

Tehat a szamtani sorozat els6 n tagjanak 6sszege:

(& +a,)n
Sn_iz .

A kapott képletet szemlélve egy latszolagos ellentmondasra figyelhetiink fel. Ha a sorozat elsé
tagja és differencidja is egész szam, akkor a sorozat minden tagja egész szam, és igy a sorozat
elsé n tagjanak 6sszege is egész szam kell, hogy legyen. Ugyanakkor, ha a képlet szamlaléja-
ban paratlan szam szerepel, akkor azt 2-vel osztva nem kapunk egész szamot. Az ellentmondast
konnyen feloldhatjuk, ha az elsé n tag 6sszegét kozvetlendl az elsé taggal és a differenciaval fe-
jezzuk ki. Irjuk a képletben szereplé a, helyébe az a, = a, + (n —1)d egyenl6séget.
s [2a,+(n=1)d]'n .

n 2
A kapott egyenléség igy is irhato:
s _ 2a1n+n(n—1)d_

n 2
A szamlalo elsé tagja nyilvan paros. De a masodik tag is paros, hiszen szerepel benne két szom-
szédos egész szam szorzata. Ezek szerint a szamlalé minden esetben péros, igy annak fele min-
den esetben egész szam.




Il. SZAMSOROZATOK

2. példa Egy kertészetben egymast kovetd sorokba Ultették a gyimolcsfakat. Az elsé sorba
12 fat Ultettek, majd minden sorba 3 faval tobbet Ultettek, mint az azt megel&z6 sorba. Hany
fat Ultettek az utolso sorba, ha Gsszesen 297 gytimolcsfat Ultettek el?

Megoldas
Az egyes sorokba Ultetett fak szdma egy szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai. A sorozat
els6 tagja a, = 12, differencidja d = 3. Mekkora az n értéke, ha a sorozat els6 n tagjanak 6sz-
szege 2977
57 [2°12 +(nz—1)~3]‘n’
n*+7n-198 = 0.
—7+v49+792 —7+29 _ —

5 = > n =11, n,=-18.
A negativ megoldas nem j6het szamitasba, igy n = 11, tehat a gylimolcsfakat 11 sorba tltették.
fgy az utols6 sorba iltetett fak szama: a,=a +10d=12+10-3 =42

azaz 594 = 3n® + 21n,

n,=

3. példa Hatarozzuk meg azoknak a haromjegyl szamoknak az &¢sszegét, melyek 10-zel
osztva 1 maradékot adnak!

Megoldas

Azok a szamok, amelyek 10-zel osztva 1 maradékot adnak, egy szamtani sorozat egymast ko-
vet6 tagjai. Ezek kozul a haromjegylieket vizsgalva, az elsé ilyen szam a 101, a sorozat differen-
cigja 10, az utols¢ ilyen szam a 991. Tehat az a, = a, + (n —1)d alapjan

991 =101+(n—-1)-10, azaz (n—1)-10 = 890, ahonnan n = 90.

Ez azt jelenti, hogy 90 db haromjegy( tagja van a szdmtani sorozatnak. E sorozat els¢ 90 tag-
janak 6sszege:

_ (101 +991)-90

Sep = 5 =49140.

4. példa Egy szamtani sorozat 15. tagja egyenlé a sorozat differenciajaval. Hatarozzuk meg
a sorozat elsé 27 tagjanak 6sszegét!

Megoldas
A feltétel szerint a,s = d, azaz a, +14d = d, ahonnan a, =—13d.

A sorozat els¢ 27 tagjanak dsszege:
[2a, + 26d] 27
S,, = s
Felhasznélva a feltételbdl a,-re kapott kifejezést:
5, = [—26d +226d]~27 0.

Tehat, ha a sorozatban a,, = d, akkor S,, = 0.

Feladatok

EMR Adott a szamtani sorozat elsé tagja és differencidja. Szamitsuk ki az els¢ 20 tag 6sszegét!

a) a=11d=3 b) a =45, d=-4 0 a1=%,d=—1g.

MATEMATIKA RS
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Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény Il.:
902., 903., 907.,

909., 910., 916.,

920., 925., 930.

Mértani sorozat

Egy szamtani sorozat masodik és 6tddik tagjanak 6sszege 32,5. A sorozat elsé tizenot
tagjanak 6sszege 412,5. Tagja-e a sorozatnak az 55, és ha igen, hanyadik tagja?

Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet: 1 +7 +13 + ... + x = 280!

EM®] tgy szamtani sorozat elsé tagjahoz 1-et, masodik tagjahoz 2-t, harmadik tagjahoz 3-at...
és igy tovabb, ... végul tizenkettedik tagjahoz 12-t hozzaadtunk. Mennyivel névekedett igy a so-
rozat els¢ 12 tagjanak 6sszege?

EX®] gy szamtani sorozatban minden n-re % = 4. Mivel egyenl§ a sorozat 15. és 5. tagja-
nak hanyadosa? "

6. E1| Egy szamtani sorozat elsé elemét csokkentettik, differenciajat pedig ugyanannyival no-
veltlk. Az igy nyert Uj szdmtani sorozat elsé n tagjanak 6sszege egyenlé az eredeti szamtani so-
rozat elsé n tagjanak osszegével. Hatarozzuk meg n értékét!

Egy szamtani sorozatban valamely n és k pozitiv egész szamokra S, = S, (n # k). lgazol-
juk, hogy ekkor S,,, = 0!

5. A mértani sorozat fogalma

Az el6z6 két leckében a szamtani sorozattal ismerkedtlink meg. Megkaptuk a szamtani sorozat
n-edik tagjat, valamint a sorozat elsé n tagjanak ¢sszegét. A mostani leckében egy masik speci-
alis sorozatot fogunk vizsgalni, mellyel ugyanilyen gyakran talalkozhatunk a gyakorlati életben.
Fogalmazzuk meg, milyen k6z6s tulajdonsaggal rendelkeznek az aldbbi szamsorozatok!

a) 3, 6, 12, 24, 48, 96,

b 40, 20, 10, 5 3, 2,

¢ 3, -3, 3, -3, 3, -3, 3, ..

d 2, -6, 18, -54, 162, -486,

Hamar felfedezhetjik e sorozatok k6zos tulajdonsagat. Minden sorozatra jellemzd, hogy bar-
mely tagjat megkapjuk, ha az el6tte levd tagot ugyanazzal a valés szammal megszorozzuk. Te-
hat minden sorozatnak van egy elsé tagja és egy a sorozatra jellemzé valos szam, mellyel a so-
rozat tagjait megszorozva kapjuk a sorozat kdvetkezé tagjat. Ezek szerint, ha valamelyik soro-
zat n-edik tagjat a -nel, a sorozatra jellemz& szorzot g-val jeldljuk, akkor n > 1 esetén a sorozat
tagjait az alabbi rekurziv képlettel adhatjuk meg:

an = an—1 q

A fenti sorozatokban
a) esetben a, =3,
b) esetben a, = 40,
¢) esetben a, =3, ;

d) esetben a, =2, qg=-3.

Az ilyen tulajdonsaggal rendelkezé szamsorozatot mértani sorozatnak nevezzik

Mértani sorozat

A mértani sorozat olyan szamsorozat, melyben barmely két szomszédos tag (a nagyobb sor-
szamu tag és az azt megel6z6 tag) hanyadosa (kvociense) a sorozatra jellemzé allando.

Q 9 Q
I
RN




A definiciobol kdvetkezik, hogy a mértani sorozatnak sem az elsé tagja, sem a hanyadosa nem
lehet 0. Ha a sorozat elsé tagjat a,-gyel, hanyadosat g-val jeldljik, akkor
aH=9-q,
aa=a,9=a ¢,
a,=a,9=a ¢,
stb.
A felsorolasbol kénnyen kiolvashato, hogy a martani sorozat n-edik tagja
a,=a-q"".

1. példa Egy mértani sorozat harmadik tagja 16, a sorozat hatodik tagja 128. Szamitsuk ki a
mértani sorozat elsé tagjat és hanyadosat!

Megoldas

A feltételek szerint

aq°=16  é  a,q =128.
Osszuk el egymassal a két egyenletet!
aq _ 128

a, q° 16 '

ahonnan (a, # 0-val és g # 0-val) egyszer(sitve azt kapjuk, hogy
=8, vagyis g=2.

Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve

a-4=16, tehat a=4.

Vagyis a keresett mértani sorozat elsé tagja 4, hanyadosa 2.

Felvet6dik a kérdés, miért nevezzik ,mértani” sorozatnak a most megismert sorozatot. A szam-
tani sorozatok esetében azt vehettiik észre, hogy annak barmely tagja annyival nagyobb az el6t-
te levé tagnal, amennyivel kisebb a rakdvetkezé tagnal. Ebbdl kdvetkezett, hogy a szamtani so-
rozat barmely tagja a szomszédos tagjainak szamtani kézepe.

Most vizsgaljuk meg a mértani sorozat valamely hdrom szomszédos tagjat!

a, adg, aq’.

E harom tag kozil a két szélsének szorzata:

a, a9 =a;q,

ez éppen a kdzépsd tag négyzete.

A mértani sorozat barmely harom szomszédos tagja kozil a kozépsé négyzete a két szélsé
szorzataval egyenlé. Ha a sorozat minden tagja pozitiv, akkor barmely harom szomszédos
tagja kozil a kdzépso a két szélsének mértani kdzepe:

¥ 9k Asr = i

. . .y . 4 2 .
2. példa Egy mértani sorozat elsé két tagja: a, = ,a, = . Hatérozzuk meg a
P gy gja: a, B_1 %25 9
sorozat harmadik tagjat!
Megoldas
Az elébbi megallapitasok alapjan a, - a, = a3, tehat esetiinkben

a
4 zaz 3

4 1
cd; = , a = ,
V5 -1 7 (/5417 V5-1 6+2v5

MATEMATIKA

v ak - dk+2 = ak+1
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aq

aq

Konstans sorozat

a,=¥5=1 _ _J5-1
6+2v5 2(3+v5)
Egyszer(ibb alakra jutunk, ha gyoktelenitjik a kapott tort nevezéjét. Ennek érdekében bévitsik
a tortet (3 — v/5)-tel. A mértani sorozat harmadik tagja:
5= (vV5-1)B-v5) _4/5-8_4/5-8 _v5-2
26+7/5)3-v5) 20-5 " 8 2

3. példa Egy derékszogl haromszog oldalai egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai.
Mekkorak a haromszdg szdgei?

Megoldas

Legyen a haromszog két befogdja a,, a,q, az atfogd a,q.

A 6. dbran a-val jeldlt szdgre tga = B

a9 q

Ezek szerint a mértani sorozat hanyadosat kell meghataroznunk.
irjuk fel a Pitagorasz-tételt e derékszog(i haromszogre:
al+alq’=alq*, azaz 1+q¢*=q",

q*-q¢*-1=0.

g?-ben masodfoku egyenlethez jutottunk. Ennek megoldasa:
(qz)m = %

A negativ gyodk nyilvan nem lehetséges, igy azt kaptuk, hogy
/145
5

q =
Ezzel a haromszog egyik hegyes szbgére:

1 2 0
tga = — = ~ 0,7862, ahonnan a =~ 38,17°,
=7 145

a mésik hegyesszdg B = 90° — 38,17° = 51,83°.

Erdemes megfigyelni, hogy azok a derékszogl haromszdgek, melyeknek oldalai egy mértani so-
rozat egymast koveté tagjai mind hasonlok egymashoz. (Ugyanezt lattuk szamtani sorozatok
esetében is, vagyis azok a derékszogl haromszogek, melyeknek oldalai egy szamtani sorozat
egymast kovetd tagjai, mind hasonlok egymashoz.)

Az olyan szamsorozatot, melynek minden tagja ugyanaz a szam, szokas allando, vagy mas né-
ven konstans sorozatnak nevezni. Az ilyen konstans sorozat tekintheté egy olyan szamtani so-
rozatnak, melynek a differencidja d = 0, de tekinthet& olyan mértani sorozatnak is, melynek a
hanyadosa g = 1. Vajon létezik-e még olyan (tehat nem konstans) szdmsorozat, amelyik szam-
tani és egyben mértani sorozat is?

4. példa Hatarozzuk meg az Osszes olyan mértani sorozatot, amely egyben szamtani soro-
zat is!

Megoldas

Legyen a mértani sorozat elsé harom tagja: a,, a,q, a,g°>. Ha e harom mennyiség egyben egy
szamtani sorozat harom egymast kdvetd tagjai, akkor a kozépsd tag a két szélsének szamtani
kdzepe, tehat irhatjuk:

a, +a,q’ 1+9q°
2

=a,q, ahonnan a, # 0 miatt 5 = q,

14+¢°=2qg, tehdt ¢*—2g+1=0.



A kapott egyenlet bal oldala teljes négyzet:

(g —1)Y = 0, vagyis csak g = 1 lehetséges.

Arra jutottunk, hogy ha egy mértani sorozat egyben szamtani sorozat is, akkor a mértani soro-
zat hanyadosa csak 1 lehet, vagyis az csak konstans sorozat lehet.

Feladatok

EW] szamitsuk ki a mértani sorozat elsé tagjat és hanyadosat, ha

a) a,—a, =15 és a,—a,=6;
b) a,+a;—a, =10 és  a;+a;—as =20,
¢ a+a,=27 és  a,+a;=18!

EXR] Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak sszege 21. A sorozat kévetkezé harom tagja-
nak ¢sszege 168. Melyik ez a mértani sorozat?

Em Igaz-e, hogy az alabbi harom szam egy mértani sorozat harom egymast kovet6 tagja?
3 6 8v3 +4
2/3-1"  6-43" 1

Legyen a_ egy mértani sorozat n-edik tagja. lgazoljuk, hogy ha k, / és m egy szamtani so-
rozat harom egymast koveté tagja, akkor a,, a, és a_ egy mértani sorozat harom egymast ko-
vetd tagjal

Egy mértani sorozat els6 tagja a,, hanyadosa q. Hatarozzuk meg a sorozat elsé n tagja-
nak a szorzatat!

6. E1] Egy pozitiv szamokbdl allé mértani sorozat elsé 5 tagjanak a szorzata egyenld az els¢ 10
tagjanak a szorzataval. Mivel egyenl6 az elsé 15 tag szorzata?

Igazoljuk, hogy ha a,_ egy mértani sorozat n-edik tagja, akkor az alabbi harom mennyiség
is egy mértani sorozat harom egymast kovetd tagja!
a, +a,, a, + 2a, + a;, a,+3a, +3a;+a,.

m Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv szamokbdl allé mértani sorozat tagjainak 10-es ala-
pu logaritmusa egy szamtani sorozat egymas utani tagja!

6. A mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszege

Ahogy a szamtani sorozat esetében, ugyanigy a mértani sorozat esetében is fontos ismerntink
a sorozat elsé n tagjanak 6sszegét.

Legyen a mértani sorozat els6 tagja a,, hanyadosa q, és jeldljuk az elsé n tag dsszegét S -nel:
S,=a,+a,g+aq +aq+..+aq"".

Szorozzuk meg ennek az egyenletnek mindkét oldalat g-val!

g-S,=aqg+ad +ad+aq ' +..+aq".

Most adjuk hozza a kapott egyenlethez az el6z6 egyenlet (—1)-szeresét!

S, =—a,— 30 —aq —ag — ... —a,g”"

q-S,= ﬂ%ﬁjﬂ’{jﬁ +a(<7'2/+a1q”-

A jobb oldalon az els6 és az utolsé tag kivételével minden tag kiesik, igy azt kapjuk, hogy
Si(@=1)=a/(q"-1).

MATEMATIKA

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény Il.:
932, 938., 941,944,
945., 946., 947.
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A mértani sorozat els6 n tagjanak 6sszege

Ha a sorozat nem allandd, azaz q #1, akkor oszthatunk (g —1)-gyel, igy kapjuk a mértani
sorozat elsé n tagjanak 6sszegét:

N _,. .91
Sh=an g =1 Sy =4 q=T1"
Ha a sorozat allando, azaz g =1, akkor a sorozat minden tagja a,, igy az els6 n tag 6sszege
S,=n-a,.
1. példa Egy mértani sorozat elsé tagja a, = 17 hanyadosa g = 2. Szamitsuk ki a sorozat
els6é 10 tagjanak 6sszegét!
Megoldas
_,. 9 =1 _1.2°-1_1024-1 _
Si=a gy =y g =, =0l
2. példa Egy mértani sorozat hanyadosa q = 3. A sorozat n-edik tagja 486. A sorozat elsé n
tagjanak osszege 728. Szamitsuk ki a sorozat elsé tagjat!
Megoldas
irjuk ki részletesen a feladat feltételeit.
a, =486=a,-3"", S =728 =a1-3"2—1 :
Az els6 egyenletbdl:
486 = a %n azaz a,-3"=1458,  ahonnan a, = 1458 ‘;28 .
A masodik egyenletbdl:
a,-(3"—1) =1456.
Helyettesitsik be a kapott egyenletbe az el6bb a,-re kapott értéket!
143#'(3"—1 )=1456,  azaz 1458 3" 1458 =1456-3",
2-3"=1458, innen 3" =729 = 3°, tehat n=6.
Ezek szerint a sorozat 6 tagjat adtuk dssze. A sorozat elsé tagjat megkapjuk, ha n kapott érté-
két valamelyik kiindulasi egyenletbe visszahelyettesitjuk:
s _ _ 486 _
| 486 = a,- 37, ahonnan a = 3 543 2.
3. példa Egy a oldalu négyzet minden oldalat harom egyenld részre osztottuk, majd az osz-
tépontok kozul néhdnyat dsszekodtve (7. a dbra) egy Ujabb négyzetet rajzoltunk. Az Ujabb
d négyzettel ugyanigy jartunk el, majd a harmadik, negyedik, stb. négyzettel is ugyanezt tettiik
(7. b abra) mindaddig, amig 8 db négyzet lett egymasba rajzolva. E 8 db négyzet teriletének
0sszege hanyszorosa az eredeti négyzet tertletének?
Megoldas
Barmely négyzet és a belerajzolt négyzet terlleteinek aranya ugyanannyi, tehat az egymas utan
berajzolt négyzetek terlletei egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai. A mértani sorozat elsé
< tagja a, = a’. A masodik tag meghatarozasahoz ki kell szamitanunk az elsé berajzolt négyzet
g oldalat, illetve terletét. Ezt a Pitagorasz-tétel segitségével kaphatjuk meg. Ha az elsé berajzolt

négyzet oldala x, akkor



2 (2. V(A V42,1 2_52

X _<3a> +(3a) =gd tga=3a".

Tehat a mértani sorozat masodik tagja a, = %az. Ezek szerint a mértani sorozat hanyadosa:
5.2

a a2 9

Az elsé 8 négyzet terlletének dsszege:
5 8
SR

sgzaz-(9) ~ a7 12000907 525 5796
5 _ 4
9 9

A 8 db négyzet terlletének 0sszege az eredeti négyzet tertiletének kb. 2,2296-szerese.

4. példa Egy dél-amerikai mocsari teknés szuletési sulya 10 dkg. A teknés 1 éves koraig test-

sulyat megduplazza, majd ezt kovetéen minden évben 2 annyit névekszik, mint az azt meg-

3
el6z6 évben. Mekkora lesz a teknds sulya 12 éves korara?

Megoldas
Az 1. év végén a teknds sulya: a 10 dkg szuletési suly + 10 dkg ndévekedés.

A 2. év végén a teknds sulya: az elsd év végi suly + az el6z6 évi ndvekedés 2 reésze, tehat
10+10+£-10,

A 3. év végén a teknds sulya: a 2. év végi suly + a 2. évi ndvekedés 2

) 3
10 +10+%-10+<%> 10.

w

része, vagyis:

3 3
A gondolatsort folytatva az aldbbi sorozatot irhatjuk fel:

1.évvégén: T, =10+10,
2. év végeén: 7;:10+10+%~10,
3.6vvégén: T, = 1o+1o+f 1o+<%>
P . _ ; ;3_
4. év végén: _10+10+ 10 + 3 10 + 3 10,

12.évvégén: T, = 1o+1o+% 10+(

w\N

2 3. 2 11 )
) 1O+<—3> 10+...+<—3> 10.
A kapott 6sszeget igy is frhatjuk:

Ty = 10+10[1 +<§)+<§)2+(§>3+ +(§)”].

A szogletes zardjelben egy mértani sorozat els¢ 12 tagjanak ¢sszege szerepel. E sorozat elsd

tagja a, = 1, hanyadosa g = % Ezt az 6sszeget S-sel jeldlve:
2 12 2 12
(5) - _-(3)
S=1- 3 = i ~3-(1-0,0077)=~ 3-0,9923 = 2,9769.
3 3

Tehat a teknds sulya a 12. év végén:
T, ~10+10-2,9769 =~ 39,769 (dkg).

MATEMATIKA



MATEMATIKA

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény Il.:
949., 951., 952., 953.,
955., 956., 957., 958.

Feladatok

Szamitsuk ki a mértani sorozat els6é 15 tagjanak 6sszegét, ha
a) a=35 q=2 b) a,=12, a =324; o a,=25, q:%!

Egy szabalyos haromszog oldalfelezé pontjai egy Ujabb szabalyos haromszoget hataroz-
nak meg. Ennek a haromszdgnek az oldalfelezé pontjai szintén, és igy tovabb. (8. dbra) Ha az
eredeti haromszogbe ilyen médon berajzolunk még 13 haromszdget, akkor mekkora lesz az igy
keletkezett 14 db haromszdg teriletének dsszege, ha az eredeti haromszdég minden oldala 1?

Egy afrikai kiszo névény Gltetése utan 1 évvel 80 cm magasra né. Ezt kdvetéen minden

évben 2 annyit névekszik, mint az azt megel6z6 évben. Milyen magasra névekszik ez a no-

5
vény 8 éves korara?

EM®] Egy nem allandé mértani sorozat elsé 6 tagjanak dsszege az elsé harom tag 6sszegének
28-szorosa. Mekkora a sorozat hanyadosa?

m 2-nek hanyadik hatvanyaval egyenlé az alabbi szorzat:
2Y2 4272152 .3/2 477

A Egy mértani sorozat elsé tagja a, = 3, hanyadosa g = 2. Milyen n-re teljesil, hogy a so-
rozat elsé n tagjanak 6sszege oszthatéd 5-tel?

Legyenek n és k adott pozitiv egész szamok. Egy nem allandé mértani sorozat elsé 2k
tagjanak Osszege az elsé k tag 6sszegének n-szerese. Mekkora a sorozat hanyadosa?

EX] igazoljuk, hogy ha egy csupa 4-es szamjegybdl allo 2n jegyd szambol kivonunk egy csu-
pa 8-asbol allé n-jegyli szamot, akkor négyzetszamot kapunk!

7. Osszetett feladatok szamtani és mértani sorozatokra

Az el6z6 néhany leckében megismerkedtiink a szamtani és a mértani sorozatokkal. Ebben a lec-

kében még egyszer kiemeljik e sorozatok legfontosabb jellemzdit, majd mindkét sorozatot sze-
repeltetd dsszetettebb problémakat vizsgalunk.

a, S, a, b, c
, a,+a,)-n
Szamtani sorozat a+(n=1)d % b=2 '2" <
Mértani sorozat a-q"’ a, —% __11 ,ha g #1 b* = ac
n-a,ha q=

A kovetkez6 feladatokban szamtani és mértani sorozatok egyszerre szerepelnek. llyen problé-
mak vizsgalatakor el6szor érdemes a feladatban szerepld feltételeket részletesen kiirni, amely-
bél az elsé tag és a differencia (vagy az elsé tag és a hanyados) kdzott kaphatunk egy 6sszeflig-



gést. Véqgul ezt az sszefliggést felhasznalva mar kdnnyen eljuthatunk a kiszamitandd mennyi-
séghez vagy a bizonyitando allitashoz.

1. példa Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 21. Ha a masodik tagbdl 1-et el-
veszlink, a harmadik taghoz pedig 1-et hozzaadunk, akkor e harom szam egy mértani soro-
zat harom egymast kovet6 tagja lesz. Adjuk meg az eredeti szamtani sorozat elsé 5 tagjat!

Megoldas

A feltételek szerint

a+a +d+a +2d=21, azaz 3a, +3d =21,
a+d=7, ahonnan a,=7-d.

Haaz a, (a, — 1) és (a, + 1) mennyiségek egy mértani sorozat egymast koveto tagjai, akkor
(@ —1¢=a/(a+1), tehat  (a+d-1Y =a(a +2d+1).

Most hasznaljuk fel az elébb a,-re kapott kifejezést!
(7—d+d-1¢=T-d)(7-d+2d+1), vagyis

36 =(7-d)8+d), ahonnan  d*+d-20=0.

A kapott masodfoku egyenlet megoldésai: d, = 4, d, =-5.

Ha d = 4, akkor a, = 3, ha d = -5, akkor a, =12.

A feladat feltételeinek tehat két szamtani sorozat felel meg. E sorozatok elsé 5-5 tagja:

3, 7, 11, 15, 19, 24, illetve 12, 7, 2, -3, -8.

2. példa Egy nem 4llandé mértani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 52. E harom tag te-
kinthet6 egy szamtani sorozat els6, masodik és 6todik tagjanak. Adjuk meg a mértani soro-
zat elsé 5 tagjat!

Megoldas

A feltételek szerint a, + a,q + a,9> = 52. Ha e harom tag egy szamtani sorozat els6, masodik és
6todik tagja, akkor e szamtani sorozat differencidja d = a,q — a,. Mivel a szdmtani sorozat ma-
sodik és otodik tagja kozott 3 differencia van, ezért

3 (aqg—a)= a1q2 —aq.

Az egyenlet mindkét oldalat eloszthatjuk a,-gyel:

3g-3=q¢—q, azaz  ¢*—4g+3=0.

A masodfoku egyenlet megoldasai: g, =1, g, = 3. Mivel a feltételek szerint a sorozat nem al-
lando, igy csak g = 3 lehet. Ezt az els¢ feltétel egyenletébe visszahelyettesitve:

a, +3a,+9a, =52, ahonnan a =4.

Az eredeti mértani sorozat elsé ot tagja: 4, 12, 36, 108, 324.

3. példa Igazoljuk, hogy ha egy nem allandé szamtani sorozat elsé, masodik és 6todik tagja egy mértani so-
rozat egymast kovetd tagjai, akkor a szdmtani sorozat elsé, harmadik és tizenharmadik tagjai is egy mértani
sorozat egymast kovetd tagjai!

Megoldas
Ha egy szamtani sorozat elsg, masodik és 6toddik tagja egy mértani sorozat egymast kdvetd tagjai, akkor
(a +dy¥ =a(a+4d), azaz aj+2ad+d=aj+4ad, ahonnan & =2ad,

Mivel a sorozat nem &llandé, fgy d # 0. Tehat azt kapjuk, hogy d = 2a,.

Ezek utan azt kell igazolnunk, hogy a,, a, és a,, ugyancsak egy mértani sorozat szomszédos tagjai. Ez akkor és
csak akkor teljestl, ha

aj=a-a,, vagyis (& +2dY =a(a +12d).

Most hasznaljuk fel az el6bb a, és d kozott kapott dsszefliggést:

MATEMATIKA



MATEMATIKA

Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény Il.:
980., 981., 982,

983., 984., 987., 993.,
1051., 1055.

(a +4a, Y = a (a + 24a)),

25a? = 25a?,

(5a,) = a, - 25a,.
Tehat valéban: ha a szamtani sorozat elsé, masodik és 6todik tagja egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai,
akkor a szdmtani sorozat els6, harmadik és tizenharmadik tagjai is egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai.

4. példa Legyen a, egy szamtani, b, egy pozitiv szamokbdl allé mértani sorozat. Tudjuk, hogy
a,=b, =1, a;= by #1, tovabba a3, = b,,. Adjuk meg a szamtani és a mértani sorozat elsé
5 tagjat!

Megoldas

Mivel a, = b, =1 és a; = by #1, ezért sem a szamtani sem a mértani sorozat nem lehet &llan-
do. Ha a sorozatok harmadik tagjai egyenlék, akkor

142d = ¢

A harmadik feltételbél pedig

(1+20dy = g*.

Vonjunk most ¢todik gyokot:

1+20d=q".

Az el6z6 egyenletiinkben q? szerepel, igy ezt az utdbbi egyenletbe helyettesitve kapjuk:
(1+2dY =1+20d, azaz 1+4d+4d>=1+20d,

40 =16d, ahonnan d=4.

Ezzel 1 + 8 = g%, ahonnan g = 3. (A feltétel miatt a ¢ = -3 nem lehet.)

A szamtani, illetve a mértani sorozat elsé 5-5 tagja:

1,5 9, 13, 17, illetve 1, 3,9, 27, 81.

Feladatok

Egy pozitiv szamokbdl all6 szamtani sorozat harmadik, negyedik és 6tddik tagjanak 6sz-
szege 33. Ha a sorozat elsé és harmadik tagjabol elvesziink 1-et, a hatodik taghoz pedig hoz-
zdadunk 1-et, akkor e harom mennyiség egy mértani sorozat harom egymast kévetd tagja lesz.
Hatarozzuk meg az eredeti szdmtani sorozat elsé tagjat és differenciajat!

Egy nem allandé mértani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 21. E harom szam tekint-
het6 egy szamtani sorozat els6, masodik és negyedik tagjanak. Adjuk meg az eredeti mértani
sorozat els¢ 6 tagjat!

3. K2/ Egy pozitiv szamokbdl alld nem allandd szamtani sorozat elsé, masodik és negyedik tag-
ja egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a szamtani sorozat
elsé, harmadik és kilencedik tagjainak 10-es alapu logaritmusa egy szamtani sorozat egymast
kovetd tagjai!

4. K2/ Egy pozitiv egészekbdl allé szamtani sorozat elsé tagja 4, egy pozitiv egészekbdl allé mér-
tani sorozat elsé tagja 2. A szamtani sorozat differenciaja egyenlé a mértani sorozat hanyado-
sanak felével. Ha a mértani sorozat masodik tagjahoz 1-et hozzaadunk, akkor a szamtani soro-
zat egy tagjat kapjuk. Adjuk meg a két sorozat elsé 5-5 tagjat!

5. E1 ¥ y, z nullatol kulénbdzd szamok egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai. Az y,
X, z szamok egy mértani sorozat egymast kévetd tagjai. A szamtani sorozat differenciaja egyen-
|6 @ mértani sorozat hanyadosaval. Hatarozzuk meg az x, y, z szamokat!



8. Kamatos kamat

A hétkoznapi életben eléfordulhat, hogy valamely bankban elhelyezzik pénziinket. Ekkor bi-
zonyos id6szakonként kamatot kapunk. E kamattal pénzink megndévekszik, s igy a kovetkezé
id6északban mar az el6zé kamattal megndvekedett pénzink fog a megfelelé mdédon kamatoz-
ni, azaz az el6z6 id6szakra jaré kamat is kamatozik. Ezt nevezzik kamatos kamatnak.

1. példa Elhelyeziink a bankban 100 000 Ft-t évi 6%-o0s kamatra. Mennyit ér a pénziink 8
év mulva?

Megoldas.

El&szor vizsgaljuk meg részletesen, mennyit ér a pénzink az 1., 2., 3. év végén!

Az 1. év végén pénzink: az elhelyezett 100 000 Ft + annak 6%-a, azaz

100 000 +100 000-0,06 =100 000-1,06.

A 2. év végén pénzlnk: az elsd év végén meglevé pénzink + annak 6%-a, azaz

100 000- 1,06 +100 000 1,06-0,06 =100 000- 1,06 (1 + 0,06) =100 000 1,06°.

A 3. év végén pénzink: a 2. év végen meglevd pénzink + annak 6%-a, azaz

100 000 1,06%- 1,06 =100 000 - 1,063,

Lathatd, hogy minden év végén 1,06-szor annyi lesz a pénzink, mint amennyi az azt megel6z6
évben volt. Ezek szerint az egymast kovets évek végén meglevd pénzink egy olyan 8 tagl mér-
tani sorozatot alkot, melynek elsé tagja és hanyadosa:

a, =100 000 - 1,06, qg=1,06.

lgy a 8. év végén pénziink értéke:

ag = a,q’ =100000-1,06® ~ 159 385 (Ft).

Hasonl6é gondolatmenettel kaphatjuk meg a probléma altalanositasat. Tegytk fel, hogy elhe-
lyeztiink a bankban egy A 6sszeget évi p%-os kamatra. Mennyit ér a pénzink n év mulva?
A feladatban latott gondolatmenetet hasznélva kapjuk a valaszt.

n év mulva pénzink értéke:

A=Ay (14755

2. példa Andrasnak 22 000 Ft-ja van. Beteszi a pénzét egy bankba, ahol évi 8,5% kamatot
fizetnek ra. Hany év mulva lesz 36 000 Ft-ja?

Megoldas.

Andras pénze n év mulva 22 000 - 1,085" Ft lesz. Azt kell tehat kiszamitanunk,
hogy milyen n-re lesz ez az érték 36 000 Ft.

22 000 - 1,085" = 36 000.

EgyszerUsités utan azt kapjuk, hogy

1,085" = % ~1,6363.

Vegyuk az egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapu logaritmusat:
Ig(1,085) ~ Ig1,6363.

MATEMATIKA
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Felhasznalva a hatvany logaritmusarél tanultakat:

N _191,6363
n-lg1,085 =~ Ig1,6363, ahonnan n= ig1,085

Tehat Andras pénze ilyen kamat mellett a 7. év elején éri el a 36 000 Ft-ot. (Mivel a kamatot év
végén fizeti a bank, igy Andrasnak meg kell sajnos varnia a 7. év végét, hogy a sziikséges pén-
zéhez hozzajusson.)

~ 6,04.

Fontos figyelmeztetés!

Példank egy banki Ggylet leegyszer(sitett valtozatat mutatta be. Természetesen a banki
Ggyletek (akar egy 6sszeg hosszabb lekotésérél van szé, akar révid- vagy hosszu tavu hitel
felvételérdl) ennél joval dsszetettebb, bonyolultabb szamitasokat igényelnek. Hitelfelvétel-
nél példaul tgyelntnk kell arra, hogy ne csak a bank altal ajanlott hitelkamatot vegyuk fi-
gyelembe, hanem az ennél sokkal tdbbet monddbb Ugynevezett hiteldij-mutatét (THM). Ez
a meghirdetett banki hitel mellett még sok minden egyéb koéltséget is tartalmazhat; pl.: hi-
telbirdlati dij, szdmlavezetési dij, szdmlanyitasi dij, szdmlazarasi dij, stb.) Ez a THM az egyes
bankok esetében, s6t még bankon belil is valtozhat attél fliggéen, hogy milyen hitelcso-
magot akarunk igénybe venni. Fontos informéaci6 még egy hosszabb tavu hitelfelvételnél,
hogy a banki hitel (és természetesen ezzel a THM) fix, vagy valtozé kamatozasu. Eléfordul-
hat ugyanis, hogy a kérdéses banki kamat — a kilénb6z6 nemzetkdzi pénzigyi folyamatok
romldsa vagy javulasa miatt — névekedhet vagy esetleg csékkenhet.

Mas a helyzet, ha pénzinket hosszabb tavon szeretnénk lekdtni egy bankban. Ez altala-
ban fix kamatozasu, figgetlen attdl, hogy a futamidé alatt (ami akar 10 év is lehet) az or-
szag pénzlgyi helyzete javul vagy romlik. Természetesen — a hitelfelvételhez hasonléan — be-
fektetési konstrukciobol is nagyon sok fajta létezik, s nekiink — a kiilonb6z6 lehetéségek ala-
pos tanulmanyozasa utan — a szamunkra legmegfelelébbet kell kivalasztanunk, hogy a lehe-
t6 legnagyobb haszonra tehesstink szert. Tipikus példa erre az un. lakas el6takarékossagi hi-
tel. A kovetkez6 feladatban erre mutatunk egy leegyszerUsitett példat.

3. példa A Kiss csalad 2002-ben, év elején elhelyezett a bankban 200 000 Ft-t 6,5%-0s ka-
matos kamatra. Ezt kovetéen minden évben (év elején, a kamatjévairast kovetéen) hozzatet-
tek meglevé pénziikh6z 50 000 Ft-ot. Mekkora 6sszeget vehettek fel 2011 év elején?

Megoldas

A koénnyebb attekinthetéség kedvéért jeldljik a kiindulasi 200 000 Ft-t A-val, a rendszeresen
hozzatett 50 000 Ft-ot B-vel.

2003 elején meglevé 6sszeg: A - 1,065 + B.

2004 elején meglevé 6sszeg az el6zé év elején meglevd dsszeg 1,065-sz6rdse + B, azaz
A-1,0652 + B- 1,065 + B.

2005 elején meglevs 6sszeg az eldzd év elején meglevd dsszeg 1,065-sz6rdse + B, azaz

A - 1,065+ B-1,0652 + B- 1,065 + B.

A gondolatmenet most mar vilagos: 2010 év elején meglevé 6sszeg:

A-1,0658 + B- 1,065 + B-1,065°+ B-1,065°+ ... + B- 1,065 + B.

Végul 2011 év elejére ez az 6sszeg szorzddik még 1,065-tel. Tehat a 2011 év elején felvehetd
0sszeq:

A-1,065 + B- 1,065+ B- 1,065+ B-1,065¢+ ... + B-1,065*+ B - 1,065.

Az 6sszeg utolsé 8 db tagja egy mértani sorozat 8 tagjanak 6sszege. A sorozat elsé tagja
B - 1,065, hanyadosa 1,065, tehat a mértani sorozat 6sszegképletét hasznalva azt kapjuk, hogy

5 1,065 —1 _
A-1,065" + B- 1,065~W~A- 1,76257 + B-10,73185.
Behelyettesitve A és B értékét, azt kapjuk, hogy a 2011 év elején felvehet6 6sszeg:

200 000 - 1,76257 + 50 000 - 10,73185 =~ 889 107 (Ft).




4. példa Egy csalad lakasvasarlashoz 6 millio Ft kedvezményes hitelt vett fel egy banktol évi
7%-0s kamatra valamely év januar elején 15 évi futamidére. Ezt a kolcsont minden év végén
egyenl6 Osszegekkel szeretnék visszafizetni. Mennyi lesz az évente fizetendd torlesztérészlet?

Megoldas

Jeloljuk A-val a 6 millio Ft-ot, x-szel az évenkénti torlesztérészletet és irjuk fel — mint az eléz6 fel-
adatban is — az els§ néhany év végén visszafizetendd részletet! Az elsé év végén a tartozas az
A 0sszeg plusz annak 7%-a; melybdl visszafizették az elsé részletet, azaz x Ft-ot. Tehat

1. év végén a tartozas: A-1,07 —x.

A masodik év végén a tartozas: az (A - 1,07 — x) 6sszeg plusz annak 1,07 %-a, melybdl vissza-
fizették a masodik részletet, azaz x Ft-ot, tehat

2. év végén a tartozas: A-107—-x-107—-x=A-1,072—-1,07x — x.

3. év végén a tartozas: (A-1,072—=1,07x—x)- 1,07 —x=A-1,07> — 1,07 — 1,07x — x.
4. év végén a tartozas:

(A-107°-1,07x—-107x—x)- 1,07 =x=A-1,074 - 1,073 — 1,072x — 1,07x — x.

A folytatas mar jol lathatd: A 15. év végén a tartozas

A-1,07"%—=1,07" — 1,07 — 1,07"% — 1,07"'x — ... = 1,07x — x.
Mivel a 15. év végén elfogy a torlesztés, igy ennek az 6sszegnek 0-nak kell lennie:
A-1,07" —1,07"% — 1,073 — 1,07"x — 1,07"'x — ... = 1,07x — x = 0.

Ezt az Osszeget igy is irhatjuk:

A-1,07"% —x(1,07"% + 1,07+ 1,072 +1,07" + ... + 1,07+ 1) = 0.

A zaréjelben egy mértani sorozat elsé 15 tagjanak dsszege szerepel; a sorozat elsé tagja 1, ha-
nyadosa 1,07, igy a kovetkez6t kapjuk:

15 1,07"° =1
A-1,07 —X-W
= A-1,07".0,07

1,07" -1
Tehat ilyen feltételek mellett az évenkénti torlesztérészlet 658 770 Ft.

11,07 —1
1,07 -1

~A-0,109795 = 6 000 000-0,109795 = 658 770.

=0, azaz X =A-1,07",

Természetesen a gondolatmenet nem csak banki szamitadsoknal alkalmazhato, hanem minden
olyan esetben, amikor egy mennyiség bizonyos idészakonként minden alkalommal ugyanolyan
aranyban (tehat ugyanannyi szazalékkal) névekszik vagy csokken.

5. példa Egy dél-afrikai 6serd6 fadllomanya — az intenziv fakitermelés miatt — évente 1,4%-
kal csokken. Hany év mulva csokken az erdd fadllomanya a felére?

Megoldas

Legyen az erd6 fadllomanya: A,

Egy év mulva a fadllomany: A, - 0,986.

Két év mulva a fadllomany: A, - 0,986

n év mulva a fadllomany: A - 0,986".

Ha a faalloméany n év mulva a felére csokkent, akkor

A,-0,986" = % azaz 0,986" =0,5.
Hasznaljuk ismét a logaritmust:
Ig(0,986)" = 1g0,5, azaz n-1g0,986 = 1g0,5,

_ 1905

Ha tehat a fakitermelés intenzitasa valtozatlan marad, akkor kb. az 50. év elején csokken az
erdd fadllomanya a felére.

MATEMATIKA



Tovabbi feladatok:
Matematika gyakorlé

és érettségire felkészitd

12.

feladatgyGjtemény Il.:
1107., 1109., 1110.,
1112, 1117., 1120,
1121., 1124., 1131.
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Feladatok

Egy lengyelorszagi bolényrezervatumban 466 bolényt tartanak nyilvan, melyek szaporu-
lata 2,14% évente. Hany bolény lesz a rezervatumban 15 év malva?

Valamely év elején 5 évre lekdtottiink a bankban 1 600 000 Ft-ot. Az 6tddik év végén
2 460 000 Ft-ot vehettlnk fel. Hany szazalékos volt a kamat?

EN®] Az A tizem termelése a B Gizem termelésének masfélszerese. Az A tizem évente 3,5%-
kal, a B lizem évente 5,2 %-kal néveli termelését. Hany év mulva lesz a két (izem termelése azo-
nos?

m Egy kémiai laboratérium egy Uvegtarolo-
jaban 4 -10% baktériumot tarolnak, mely heten-
te p%-kal szaporodik. Az Uvegtaroléban kb. 108
baktériumnak van hely. Az Gvegtarolo 32 hét alatt
megtelt. Hatarozzuk meg p értékét!

] Lekotottink 8 évre egy bizonyos Osszeget
7,5%-0s kamatra. A futamidé végén 356 695 Ft-t
vehettlink fel. Mekkora volt a lek6tott 6sszeg?

6. K2/ Egy kedvezd kamatozasu allamkotvényt vasaroltunk, melynek értéke 7 év alatt a dupla-
jara nétt. Hany szazalékos az éves kamata ennek a kotvénynek?

20 000 000 Ft-os, évi 8%-ra felvett kdlcsont 18 év alatt kell visszafizetniink, minden év
végén egyenld torlesztérészletekkel. Mennyi lesz az éves torlesztérészlet?

EX®] Kovacs ur fianak 6. sziletésnapjan 200 000 Ft-ot helyezett el a bankba évi 5,5%-0s ka-
matra. Ezt kovetben a fil minden szlletésnapjan Ujabb 30 000 Ft-ot tett az dsszeghez. Mennyi
pénz lesz a szamlajukon a fiu 18. szlletésnapjan?



